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01. Considere uma populagdo de igual numero de homens e
mulheres, em que sejam dalténicos 5% dos homens e 0,25% das
mulheres. Indique a probabilidade de que seja mulher uma pessoa
dalténica selecionada ao acaso nessa populagéo.

1 1 3 5 5
a— b= o)— d— e)—
) 21 ) 8 ) 21 ) 21 ) 4
Solucéo: Alternativa A
Homens dalténicos: P(H N D) = % -0,05

Mulheres dalténicas: P(M D)= % 0,0025

Probabilidade de uma pessoa da populagéo ser daltonica:

P(D)=PHND)+PMND)= % -0,0525

Probabilidade de ser mulher dado que a pessoa € daltbnica:
P(MND) 12.00025 1

P(M/D)= PD) 1200525 21

02. Sejam o B  C tais que [a] = [B] = 1 |o. - B| = v/2 . Entdo o? + B2 é
igual a:
a)-2 b)0 c)1 d)2 e)?2i
Solugdo: Alternativa B
Como |a|=|8| =1, entdo podemos escrever o. e B na forma
trigonométrica como:
o =Cc0s6, +i-send,
B =cos6, +i-seno,
Como |a - f|=~/2 , entdo:
|~ | = |cos®, +i -send, - (cosb, +i-send, )| =2 =

|(cos6, —cos,) +i(send, —send,)|” = (cos, — cosh,)? +(send, - send, )?

=cos’ 0, +sen’0, +cos’ 0, +sen’0, — 2-(cos 6, cosh, +send,send,) =
=1+1-2-(cos6,cosH, +send,send,) =2
Logo (cos®,cosH, +send,;send,) =0, ou seja, cos(6, —6,)=0

Dai segue que 6, -6, :%+k;r, kez

Para determinado o e dois possiveis valores para  (onde B = - §)
conforme ilustrado na figura a seguir no plano de Argnand-Gauss,
temos a seguinte representacao:

Alm

-1/ 90°-9 0 1

Da figura, temos:

o + (£B)° = [cosO+i-send]? + [-cos(90°-0)+i-sen(90°-0)]
Como cos(90°-6) = senb e sen(90°-0) = coso, entdo:

o + p? = [cosO+i-senB]*+ [-send+i-cosh]® =
(cos?6+2isenbcosh-sen®d) + (sen’s-2isendcoso - cos?0)= 0

03. Considere o sistema Ax = b, em que:

1 -2 3 1
A= 2 Kk 6 |,b=|6|ekeR.
-1 3 k-3 0

Solugdo: Alternativa A
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Sendo T a soma de todos os valores de k que tornam o sistema
impossivel e sendo S a soma de todos os valores de k que tornam o
sistema possivel e indeterminado, entdo o valorde T - S é:

a)—4 b)-3 ¢)0 d)1 e)4

Solucéo: Alternativa A

Escalonando o sistema em pauta:

X-2y+3z=1 X-2y+3z=1
(k+4)y=4 ~

y+kz=1

2X+ky+6z=6 -~
-X+3y+(k-3)z=0
X+3z-2y=1

kz+y=1
(k+4)y=4

4
PR

Assim se k = -4 o sistema é impossivel.

Da Ultima equagdo temos que y =

Para k= 0 a segunda e a terceira equagdes e equivalem e o sistema é
possivel e indeterminado.

Entdo, se k = -4 e k = 0, 0 sistema é possivel e determinado.
Logo T=-4eS=0eT-S=-4

04. Sejam A e C matrizes n x n inversiveis que det (I + C1.A) = 1/3 e
det A = 5. Sabendo-se que B = 3 (A® + C?), entdo o determinante de B
éigual a
3" 1 3t
a)3" b)2.— ¢)= d
) )2 95 9

e)5.3"
Solugéo: Alternativa D

detB = det[S(A‘l +C‘1)T } -3 det(A—l +C_1)

Para obtermos det(A’l +Cfl) utilizamos a outra informacéo do

enunciado:

-1 1 -1 -1 1 -1 -1 1
det(1+CA) === det(AA+CA) === det[ (A1 +C)A] =3
det(A’l+C’l).detA:£:>det(A’l-C*l):i

3 15

n-1
Assim: det B =3" i — 3_
15

22 Solucdo:

det(l + Ct.A) = 1/3
det(A*A+CLA) =1/3
det((A™+ C1).A) = 1/3
det(A* + C1).detA = 1/3
(det(B/3)).5 = 1/3
detB(1/3)". 5 = 1/3
detB=3"Y/5

05. Um polindmio P é dado pelo produto de 5 polindbmios cujos graus
formam uma progressdo geométrica. Se o polindbmio de um menor
grau tem grau igual a 2 e o grau de P é 63, entdo o de maior grau tem
grau igual a:

a)30 b)32 c)34 d)36 e)38

Solugéo: Alternativa B

P(X) = P;(X) P> (X) P3(X) P4 (X) .P5(x)
Seja OP, o graude P; e OP, > aF’j para i>j, logo OP, = 2.

5
P=>0P=2+2R+2R?+2R®+2R* =62 =
i=1
>R*+R3+R%? +R =30.()
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R = 2 é solugdo de (1) e como ReN, para R > 3 temos
R*+R3+R? +R > 30.
Portanto oPg = 2.2% =32

06. Um diedro mede 120°. A distancia da aresta do diedro ao centro

de uma esfera de volume 443 = cm® que tangencia as faces do
diedro é, em cm, igual a:
a)3vV3 b) 3V2 ©)24/3 d)242 e)2

Solugdo: Alternativa E
Célculo do raio da esfera:

V= (43)R* =443 1> R =343
Observando a figura tem-se:

120°

sen60° = R/d — d = 2R/\3 —>d=2cm

07. Considere o quadrado ABCD com lados de 10 m de comprimento.
Seja M um ponto sobre o lado ABe N um ponto sobre o lado AD,
equidistantes de A. Por M traca-se uma reta r paralela ao lado AD e

por N uma reta s paralela ao lado AB, que se interceptam no ponto
O. Considere os quadrados AMON e OPCQ, onde P é a intersecgao
de s com o lado BC e Q é a interseccdo de r com o lado DC.
Sabendo-se que as areas dos quadrados AMON, OPCQ e ABCD
constituem, nesta ordem, uma progressdo geométrica , entdo a
distancia entre os pontos A e M é igual, em metros, a

a)15+5y5 b)10+5y5 c)10 -5 d)15-5y5
Solugdo: Alternativa D
Designando AN por x

)10 - 3¢5

' 10m
A B
M
X
10-x P
N o s
D Q C

Sabemos que as areas sao:
.Samon = X

.Soch = (10 - X)2

.Sasco = 107 = 100

Foi dito que:

(¢, (10 — x)%; 100) = PG
(10-x)* = 100x>

(10-x)? = £ 10x
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I. 100 — 20x + x? = 10x .. x> — 30x + 100 = 0
. A=1900 — 400 = 500
X M<xl—15—5£

2 X =15+ 545 (ndo convém pois x < 10)

1. X2 — 20x + 100 = -10x

~x?-10x +100=0
A=100-400=-300= A NeR

Logo AM:X:15—5\/§

08. Considere o polindmio p(x) asx® + asx* + asx® + a;x> — a1, em que
uma das raizes € x = -1. Sabendo-se que ai, az, as as € as sao reais
e formam, nesta ordem, uma progressao aritmética com a4 = %2, entdo
p(-2) é igual a:

a)—25 b)—-27 ¢)-36 d)-39 e)-40

Solugéo: Alternativa A

Uma das raizes é x = -1, logo:

-ag +a, —az+a,-a; =0 (i)

Além disso,a, = ],/2 e os coeficientes formam uma P.A, logo:

P.A: 1—3»r,1—2«r,1—r,1,1+r (ii)
2 2 2 2 2

De (ii)em (i), temos:

- l+r +1— 1—r + 1—2-r - l—3-r =0=> r=1
2 2 (2 2 2 2

o 2 1 _ys, L 102
Logo,P.A.(l, 2,0,2,1]e p(x) x+2x 2x +1
Entdo: p(-2)=(-2)° +%(— 2)* —%(— 2f +1=-25

09. Sobre a equacéo polinomial 2x* + ax® + bx* — cx — 1 = 0, sabemos
que os coeficientes a, b, ¢ sao reais, duas de suas raizes sao inteiras
e distintas e %-i/2 também é sua raiz. Entdo, o Maximo de a, b, c é
igual a:

a)-1 b))l c)2 d)3 e)4

Solugéo: Alternativa C

Sejap(x) =2x* +a+bx®*—cx—-1=0,e 4 e A, as duas raizes
inteiras da equacao polinomial p(x) = 0.

Lo - . i . . x
Como o polinémio tem coeficientes reais, se E—E € raiz, entao

1 i . A
—+— também seré raiz.
2 2

Pelas relacdes de Girard, o produto das quatro raizes vale:

1 i 1 i 1
”‘1'*2‘[57)(5‘5}‘5:@*2:‘1

Como essas duas raizes sdo inteiras, temos:
=1 =1
A ou A
A, =-1 A, =1

. . A 1
Assim, as quatro raizes do polindmio séo 1, -1, E+

N -

fatoracéo correspondente é:
1 i 1 i
X)=2-(X-D) - X+ | X—|=+= ||| X—-|=—=||=
L) =2 G )( z 2D[ E ZD
:2-(x271)-[x27x+%J:>
p(x)=2x*-2x* —x?+2x -1

Identificando os coeficientes, temos:
a=-2;b=-1lec=2

Assim o valor maximo destes coeficientes é 2.

10. E dada a equagéo polinomial
(@+c+2)x3+(b+3c+1)x+(c—ax+(@+b+4)=0
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Com a, b, c reais, sabendo-se que esta equacéo é reciproca de
primeira espécie e que 1 é uma raiz, entdo o produto abc é igual a:
a)-2 b)y4 c)6 d)9 e)12

Solugdo: Alternativa E

Sendo 1 raiz temos:
(@+c+2)1®+(b+3c+1)1%°+(c—a)l+(a+b+4)=0
a+2b+5c+7=0(l)

Como a equacgao reciproca € de primeira espécie e grau impar, entao -
1 também e raiz da equacéo:
(@+c+2).(-1°+(0+3c+1).(-1)>+(c—a)(-1)+(@+b+4)=0
a+2b+c+3=0(l)

Além disso, os coeficientes equidistantes dos extremos devem ser
iguais. Logo:

atc+2=a+b+4->b-c =-2(l)
b+3c+l1=c—-a—>a+b+2c=-1(IV)

Temos 4 equagbes, mais do que 0 necessdario para achar as 3
incognitas.

Subtraindo Il de | temos:
4c+4=0—>c=-1

Substituindo em Ill:
b=-2-1=-3

Substituindo em IV:
a=-1-(-3)-2.(-1)=4

Logo a.b.c =4.(-3).(-1) = 12

11. Sendo [-n/2, ©/2] o contradominio da funcdo arcoseno e [0,n] O
contradominio da fungdo arcosseno, assinale o valor de:

3 4
Cos| arsen— + arccos— |.
5 5

1 b) l C) i d) l e _1
Jiz2 725 15 5 7 245
Solucéo: Alternativa B

a)

_ 3 4
Sejam: @ = arcsen— e [ =arccos—
5 5
. 3
Pela definigdo temos: SEN =— e COS ff =—
5 5
_ 4 3
Sendo assim: COSQ = 5 e Senp = s Portanto: @ = Logo:

cos(a + B) =cos2a =2cos’ a1

cos(2a) = %

12. Dada a conica A : X2 — y* = 1, qual das retas abaixo é perpendicular
anopontoP = (2, \/E)')

I8 5

a)y= 3 (x1) b) y = =-x c)y=?3(x+1)
dy= ’f(x—?) e)y=*f(x—4)

Solugdo: Alternativa E
Seja a reta tangente a cénica no ponto P (2, \/g) dada por
-3
2 =m ()
-2
Onde m é o seu coeficiente angular.

™) < y=xm—2m+\/§

Substituindo a equac&o acima na equacao da conica

ITA 2008 MATEMATICA 12/DEZ/2007

xz—(xm—2m+\/§)2:1©
& (@L-mA)X* + (A7 — 24/3m)x — 4m? + 43m -4 =0

Para que a reta seja tangente, a conica deve-se ter A = 0.

A = (A2 = 24/3m)? — 41 - m?)(-4m?* + 43m -4) = 0
= 12m? -164/3m+16=0 < 3m> - 4/3m+4=0
me 2

73
y -3
x—

A reta perpendicular em P é dada por > =m’', onde
, 1 3
m = -—-—=—-——_ Logo,
m 2
y_‘/§ =_£<:> z_ﬁ(x_@
X-2 2 2

13. O conjunto imagem e o periodo de f(x) = 2 sen?(3x) + sen(6x) — 1
sdo, respectivamente,

a)[-33]e2rn b)[2,2]e % ) [— \/E,\/E]e%

T 27
d)[-1,3] e 3 e)[-1,3]e 3

Solugéo: Alternativa C

Dada a funcéo:

f(x) = 2 sen“(3x) + sen(6x) — 1
Fazendo 2sen?(3x) — 1 = cos(6x)
Tem-se:

f(x) = sen(6x) + cos(6x)
Transformando a soma em produto

f(x) = 2sen(n/4).cos(6x - n/4) — f(x) = \/E .Ccos(6x - n/4)
Dai:

e |-7.42]

i T
Periodo = —

14. ParaX € R, 0 con!unto solugdo |5 —5**1+ 4 . 5 = 5" - 1| &

2) 0.245,2+43] b) P1logsl + 5 )
c) {O, %Iog2 2, %Iog2 3, Iogz(ﬁ}

d) {O Iog5(2 + \/E) IogS(Z + \/5) IogS(Z - \/5)}

€) A Unica solugéo é x = 0.
Solucao: Alternativa D
Temos:

|53>< _ 52x+1 +4 . 5><| - |5x_ 1|
|(5%)° = (5%)° .5 + 4.5%| = [5* - 1]

Tomando 5* = a, temos:

|a® - 5a + 4a| = |a— 1]
l|a(@—-5a+4)-la-1/=0

la@-1) (a-4)]-la-1=0
lall@-4)|.la-1]-la-1]=0
la-1].(all@-4)|-1)=0=
=la-1=0o0ulal|(a-4)|=1=
—Sa=-loua’-4a= +1=>
—sa=1la-4a-1=0oua’-4a+1=0=

=a=1l,a=2+ 45 oua=2J_r\/§

Como a = 5%, temos:
5=1=x=0
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5=2+ /5 = x=logs(2 + 4/5)

5=2. \/gz Fi XER;5X=2-\/§,poi52-\/§ <0
5°=2+4/3 = x=logs(2 +v3)

5°=2- /3 = x = logs(2-4/3)

15. Um subconjunto D de R tal que a fungdo f: D R, definida por f(x) =
[IN(x® - x + 1)| & injetora, é dado por

a)R b)(-o,1] ¢)[0,2/2] d)(0,1) e)][1/2, x)

Solugdo: Alternativa C

Se a funcao f dada seja injetora, V X1, X2 € D, X1 # X2 = f(X1) # f(x2)
Os conjuntos D possiveis sdo tais que:

1° Caso:
x<0 ()
In(x? -x+1)20=>x2 —x+121=x? - x>0= ou
x=1 (i)

2 2

2° Caso: In(x2—x+1)s0:>x -X+1<1=>x“-x<0=0<x<1

Porém, neste segundo caso, a fungdo g(x) = X% —x+1 ndo é injetora
no intervalo 0 < x <1. Para que g(x) seja injetora, tornando f(x)
também injetora, pode-se dividir o intervalo pelo x, da fungéo g(x):

Xy :1. Assim:
2

0<x g% (i)  ou %s x<1 (iv).Na verdade, se D for
qualquer subconjunto dos intervalos (i), (ii), (iii) ou (iv), a fungao f sera

injetora.

16. A soma de todas as solucdes distintas da equacao

COos 3x + 2 cos6x + cos 9x =0,

gue estdo no intervalo 0 < x < n/2, é igual a:

a)2n b) én c) g7': d) Zn e) ETC
12 6 6 12

Solucéo: Alternativa E

Reescrevendo a equagéo cos3x + 2c0s6x + cos9x = 0 como cos3x +

cos9x + 2cos6x = 0 e aplicando transformacdo em produto para a

soma cos9x + cos3x, temos:

COS9X + cos3x = Zcos(gx ;3)()003(9)( ;3)() = 2C0S6X.COS3X.

Assim, a equagéo se torna:
2c0s6X.c053x+2c0s6x=0 = 2c0s6X(c0s3x+1)=0.
Logo, cos6x=0 (i) ou cos3x = — 1 (ii).

(i) Para cosz:O:Gx:1+kn:>x:l+k—”, kel
2 12 6
Como x esta no primeiro quadrante, temos:
Vs 3z 5z T
X=— X=—  X=— ; X=—
12 12 12 12
T 2krx

(i) Para cos3x=-1=3x =7+ 2kzr = x = §+T kel
Como x esta no primeiro quadrante

T

X==;
3

.., n 3r 5z 4r 13x

Logo, asom pedida é —+—+—+—=—+

12 12 12 12 12

17. Considere o conjunto D ={n € N; 1 <n < 365} e H c P (D) formado
por todos os subconjunto de D com 2 elementos. Escolhendo ao
acaso um elemento B € H, a probabilidade de a soma de sues
elementos ser 183 é igual a
a) 1 b) 46 0 1 d) 92 e) 91

730 33215 365 33215 730
Solugdo: Alternativa A
De acordo com o enunciado:
H ={{1;2},{1;3},...{1;365},{2;3},{2;4},...,{2;365},...,{364;365}}

O conjunto C dos possiveis elementos B é:
C = {{1;182}:{2;181},{3;180},...,{91;92}}

ITA 2008 MATEMATICA 12/DEZ/2007

Seja n(H) o numero de elementos de H e n(C) o nimero de elementos
C (o total de elementos B que atendem a propriedade). Entéo:

n(C) 91 91 91 1
n(H) C2, 365364 365182 730
2

18. Considere o triangulo ABC isdsceles em que o angulo distinto dos
demais, BAC, mede 40°. Sobre o lado AB, tome o ponto E tal que A

ACE =15°. Sobre o lado A_C,tome o ponto D tal que DBC =35°
Ent&o, o angulo EDC vale:

a) 35° h)45° c)55° d)75° e)85°

Solucéo: Alternativa D

A figura descrita é dada a seguir:

A

O angulo CPD ¢ dado por: BPC = 180°-55°-35°= 90°
portanto, temos BEP =550 .

Sendo assim, o triangulo CBE ¢é isésceles. Como ﬁ = % , entao,
por semelhanga lado-angulo-lado, os triangulos EPD e CPD séo
semelhantes.

A

Sendo assim o angulo pedido é:
EDB = EDP =180°-90°-15°
= EDB = 75°

19. Sejam X, Y, Z, W subconjuntos de N tais que (x—Y)nZ={1, 2, 3,
44, Y={5,6},ZNnY =0, WnWnZ={2, 4}. Entdo o conjunto [X N (Z
UW)]-Wn (Y U 2Z)]éigual a:

a){1,2,3,4,5 b){1,2,3,4,7 ¢){1,3,7,8} d){1,3} e){7,8}
Solucéo: Alternativa C

As relacdes de unido e intersegdo entre os quatro conjuntos
podem ser visualizados através de quatro diagramas circulares,

poisZY =J.



http://www.elitevaledoaco.com/�

SISTEMAELITE DE ENSINO

ELITE Vale do Ago
www.elitevaledoaco.com / (31)-3825-2451

z @l% Y pois X NWNzZ={2 4}
w
X
z %le Y pois(X-Y)NZ={1,2 3, 4}
w
X
z %Kg Y pois WN (X-Y)={7,8}eY = {5 6}
W
[xn(zvuwﬂ - [WH(MY/UZ)J = VRV

Portanto, R = {1, 3,7, 8}

20. Sejam r e s duas retas paralelas distando 10 cm entre si. Seja P
um ponto no plano definido por r e s e exterior a regido limitada por
estas retas, distando 5 cm de r. As respectivas medidas da area e do
perimetro, em cm? e cm, do triangulo eqilatero PQR cujos vértices Q
e R estdo, respectivamente, sobre as retas r e s, sdo iguais a:

a) 175@ e5y21 b) 175£ e 10421 ¢) 1753 e 10421

3
d) 175V3 e 5421 ) 700 e 10y21

Solucéo: Alternativa B

Da figura:

A

5
X rai
10 10

¥ A 4 S
sena = 10/¢ (eq. 1)
sen(60°- o) = 5// (eq. 2)

ITA 2008 MATEMATICA 12/DEZ/2007
Desenvolvendo eq 2, tem-se:
1
sen60°.cosa - sena.cos60° = 5// - —— .cosa - sena.. — =5/1 —

\/3 .cosa. - sena. = 10// — 3 .cosa - seno. = sena —>

\/§.COSO, = 2seno —
2

Coso = ——=sSsena

NE]

Da equacao fundamental da trigonometria:
sen®a + cos®o. = 1
substituindo cosa

V21

—>Sseno= ———

Voltando a eqg.1 encontramos:

104/21
3

seno = 10// — =10/t — /=

\l%‘
H

Assim:

N *\3 _175y3
4 3

2p=3(= 10@

DISSERTATIVAS
21. Dado o conjunto A = {xe®R; \/3X2 +2X <x?}, expresse-0 como

unido de intervalos da reta real.
Solucéo:
Temos:

V32 +2x <X 232+ 2x<x* = x* = 3x¥ - 2x >0

O polindmio P(x) = x* — 3x? — 2x tem como raizes -1 (raiz dupla), 0 e 2.
Queremos P(x) >0, ou seja, X(x+1)? (x-2) > 0. Assim, segue:

----------- FEt+E++

0
++++ ++++++++++
-1

Mas temos ainda que 3x? + 2x > 0, ou seja, x(3x+2) > 0. Dai vem:

+++++++
L

0
+++++++++++

L -
2
+ —
rons— o aonay ()
2 Y
3

De (I) e (), vem:
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-1 0] 2
)V V-V.VNNIVVVIVVVIVVIN G
20
3
() samsoao— cannny
-1 _g 2
3
Logo, o] conjunto solugao é dado por S=

{XER

22. Determine as raizes em C de 4z°+256=0, na forma a+bi, com
a,b e, que pertengam a
S={ze C;1<|z+2|<3}

x<f§ 0ux>2ex¢1}

Solucéo:
475 + 256 =0=z=Y-64

=V= 2cis£;2¢is£;2cisS—n;Zcisﬁ;ZCis?’—n;Zcisﬁ
6 2 6 6 2 6

A regido limitada pela inequacdo 1< |z + 2| <3 é acoroa circular (ver
figura) de raios 3 e 1 e centro no ponto (-2, 0). Assim, as Unicas duas

raizes da equacéo que ndo pertencem a regido hachurada sédo 2cis%
.1
e 20|s—1n.
6

Entdo: SNV = EZi T =3 ti }

23. Seja f(x) = In(x*+x+1), xeR. Determine as fungdes h, g : #7— % tais
que f(x)=g(x) + h(x), ¥xe%, sendo h uma fungéo par e g uma fungéo
impar.

Solugéo:

Observe que, dada uma fungéo f(x), ela pode ser decomposta na
soma de uma fungdo par com uma fungdo impar. Para tanto, note que:

) +2f(—x) L1 —2f(—x) |

f(x) + f(—x)

onde a fungao é par e a funcéo

f(x) — f(-x)
2

é impar.

Assim:
In(x2 +x+1)+|n(x2 -X+1) In((x2 +1)2 —x2)

h() = 2 2

=
_1.o4 2
h(x)—EIn(x +x°+1).

In[xz +x+1]
IN(x% +x+1) -In(x? = x +1) _ x% —x+1
2 2
_1 X2 +x+1
g(x)—Eln[z—J.

Xc—=x+1

a(x)= =
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2
Logo, f(x)= lIn(x4 +x2 +1) +l|n xoax+l .
2 2 (x%-x+1

24. Sejam a,B,y €R. Considere o polinémio p(x) dado por
X =+ (a- -2+ (@+2B+2y -2)X* +(a— B -y +)x+Ra+B+y-1)

Encontre todos os valores de «, 3,y de modo que x=0 seja uma raiz

com multiplicidade 3 de p(x).
Solucéo:
Como 0 é raiz tripla de P, temos que p(X) = x>.q(x), qeR [x].

Logo é necessério e suficiente que

a+2+2y-2=0
a-B-vy+1=0

{ =
1

+y =

20+B+y-1=0 P

A resposta é =0, f+y=1 com B,y eR

25. Uma matriz real quadrada A é ortogonal se A é inversivel e A*=A"
Determine todas as matrizes 2 x 2 que sdo simétricas e ortogonais,
expressando-as, quando for o caso, em termos de seus elementos
que estdo fora da diagonal principal.

Solucéo:
De A=A temos: A" A=
Como A é simétrica, temos A' = A . Logo: AZ =1 . (%)
Além disso, por ser A simétrica ela é da forma:
a b
b ¢

A partir de (*):

a blla b] [1 0:>az+b2
b c||b c| |0 1 ab + bc

ab+ bc 1 0
= =
b? +c? 0 1

a’+b®=1 a’+b’=1
ab+bc=0=<:b(a+c)=0
b*>+c’=1 |b*+c’=1

Da segunda equacéao:
b=0oua+c=0

Seb=0,entdo a=11e Cc=11.

Sea+c =0, ouseja, a=-c, Dado que a2 =1- b2 , temos:

a=++1-b? . Portanto: ¢ = Fy/1—b? .

Sendo assim:

L h e

A= +1-b b , com be[—l,l] ou A= 10 ou
b FA1-b? 0 1
-1 0

A=
0o -1

26. Determine todos os valores « e }%g[ tais que a equacao (em

X)

x* = 234x* +tga =0
admita raizes reais simples.
Solucgéo:
Para que a equacdo em x tenha apenas raizes reais simples é
necessario e suficiente que a equacéo emy
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y? - 243y + tga. = 0
Tenha duas raizes reais positivas distintas. A condicdo para raizes
reais distintas

A>0 & tgoc<\/§.

Além disso, a menor raiz deve ser positiva, ou seja,

3/7—\/\/§—tga >0 < a<tgoc<\/§.

T
Assim, o conjunto de todos os valores de O pedidos é }O, g[

27. Em um espacgo amostral com uma probabilidade P, sdo dados os
eventos A,B e C tais que: P(A)=P(B)=1/2, com A e B independentes,
P(ANBNC)=1/16, e sabe-se que P(AnB)U(ANC))=3/10.

Calcule as probabilidades condicionais P(C/ANB) e P(C‘Am BY).
Solucéo:

pP(ANB)
p(B)

Sendo eventos independentes:
- P(ANB) = p(A).p(B)

P(A/B) =

i) P(C/IANB) = PANBNC) _ 15 =y,
p(A)-p(B)
ii) Dado que: p((AnB)u (ANC)) = % e sendo

p((AnB)uU (ANC)) = p (AnB) + p(ANC) - p(ANBNC))
Ent&o,

3 _ L _ 3 1
o° p(A).p(B) + p(ANC) - Ty - p(ANC) = 10 p(A).p(B) + T -

3 11 1 9
ANC)= — - —.— + — ANC) = —
A= 10722 15 TPA9 T g
Entéo
p(C/ARB®) = PANBSNC) _ p(ANC)-p(ANBNC)
P(A N BC) P(A)-p(A N B)
9 1
p(C/ANBC) = ﬂz l
1 115
2 22

28. Um triangulo acutangulo de vértices A, B e C esta inscrito numa

circunferéncia de raio # . Sabe-se que AB mede 25 e BC mede

2.2 . Determine a area do triangulo ABC.
Solucéo:

Pela lei dos senos temos:

ITA 2008 MATEMATICA 12/DEZ/2007

242 25 _, _ 22 25 102 _

seno.  seny seno.  seny 3
3410
10
sen B =sen [180° - (o + y)] = sen (o + y) = Sen o CoS y + Sen y cos o

3 410 3Y10 4

3
= seno = z e seny =

=—.——+——.—, pois
5 10 P

1- (gj . Assim, segue:

3J10 . 1210 _ 15y10 _ 3J10
50

senf =
50 50 10
A area do AABC é dada por:
A
AABC:%.ZE.Z\E.senﬁ:%.ng.Z\E.3‘1/? = 2@1'()3@ =6ua

29. Seja C uma circunferéncia de raio r e centro O e AB um diametro
de C. Considere o triangulo eqilatero BDE inscrito em C. Traca-se a
reta s passando pelos pontos O e E até interceptar em F a reta t
tangente a circunferéncia C no ponto A. Determine o volume do sélido

de revolucdo gerado pela rotagcdo da regido limitada pelo arco KE e
pelos segmentos AF e EF em torno do diametro AB.

Solucgéo:
A figura em questéo é dada pelo esquema abaixo:
B
]

A rJ3 F
A rotacéo de AEF em torno do eixo AB gera um solido cujo volume é
dado pela retirada de uma calota esférica (altura r/2 e raio da se¢éo

r\/§/2 ), de um tronco de cone (altura r/2 e raios de base r\/§/2 e

r\/g).
Vrronco :g(SB +S, +4/Se-Sp )3

r > 32 / , 3ar? 21
\Y =—|3a° + +4/37 . —— | =
TRONCO 6[ 4 4 24

2 2
nh nr ry3 r 5mr
VeaLota = ?(3R2 + hz): 12{3[] + [*j } =

2 2 24

21w 5ar® 3

24 24

2
Vs =Vtronco — Vealota = = gﬂr

30. Considere a parabola de equagdo y=ax’+bx+c, que passa

pelos pontos (2,5), (-1,2) e tal que a,b,c formam, nesta ordem, uma
progressao aritmética. Determine a distancia do vértice da parabola a
reta tangente a parabola no ponto (2,5).

Solucéo:

Como a, b e ¢ estdo em P.A., podemos escrever:

a=b-r , c=b+r.
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Substituindo entdo esses valores na equagdo da pardbola,

encontramos y = (b —rx* +bx +b +r.
Como os pontos (2,5) e (-1,2) estao na parabola, temos:

4(b—r)+2b+b+r:5:> 7b—3r:5:> b=2
b-r-b+b+b+r=2 b=2 r=3

Assim, temos que a =2 -3 =-1e c =2 + 3 = 5. Desse modo, a
pardbola é y = —x*> +2x +5.

Seja r a reta que tangente a parabola em (2,5). Usando a relagdo y -
Yo = M(X - Xo), temos:

ry=m(x-2)+5

Igualando as equacdes da parédbola e da reta:
mx-2)+5= x*+2x+5 = x> +(M-2)x-2m =0

Como a reta é tangente, existe um Unico valor de x que deve
satisfazer a equagdo do segundo grau acima, de modo que
obrigatoriamente temos que o discriminante dessa equacao deve ser
zero. Assim:

m+4m+4=0=>m=-4+———" =>m=-2

Logo, a reta tangente é y+2x-9=0.
O vértice da parabola é dado por:

Vv _[_b‘_A] _[_2'_22_4'(_1)'5] =(1,6).
2a 4a -2 -4

Aplicando finalmente a férmula da distancia de ponto a reta,
encontramos:

“E°%

distancia = 2+ 2:1-9 _ 1 5

V12 + 22 B
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