kg SISTEMAELITE DE ENSINO

ELITE Vale do Aco
www.elitevaledoaco.com / (31)-3825-2451

ITA 2007 MATEMATICA 12/DEZ/2006

MATEMATICA |

Notacbes

N={0123..}

Z : conjunto dos nameros inteiros
Q: conjunto dos nimeros racionais
R:

conjunto dos nUmeros reais
C : conjunto dos nimeros complexos
i :unidade imaginaria; i° = -1
|z| : m6dulo do nimero z e C
Z : conjugado do nimero z<C

Re z:parterealde zeC
Im z : parte imaginariade zeC

(nj :numero de combinacdes de n elementos tomados p a p.
p

mdc(j,k): maximo divisor comum dos nimeros inteiros j e k.
n(X) :nimero de elementos de um conjunto finito X.
(a,b):{XESR:a<x<b}.

Obs: Os sistemas de coordenadas considerados séo cartesianos
ortogonais.

Questdo 01. Se A, B, C forem conjuntos tais que

n(AUB)=23, nB-A)=12, n(C-A)=10,

nBNC)=6 e n(ANBNC)=4,entdo n(A), n(AUC),

n(A uBU C) , hesta ordem,

a) formam uma progresséao aritmética de razéo 6.

b) formam uma progresséo aritmética de razéo 2.

c) formam uma progresséo aritmética de razdo 8, cujo primeiro termo é 11.
d) formam uma progressao aritmética de razéo 10, cujo primeiro termo é 31.
e) nao formam uma progressao aritmética.

SOLUCAO: D

n(A uB) =n(A) +nB - A)

23=n(A) +12=

n(AuC) =n(A) +n(C -A)

NAUC)=11+10 = [N(AuUC) =21

NAUBUC)=n(A)+n(C-A)+nB-A)-nBNA)+n(AnBNC)
NAUBUC)=11+10+12-6+4 = [n(AUBUC) = 31|

Questdo 02. Seja A um conjunto decom 14 elementos e B um
subconjunto de A com 6 elementos. O nimero de suconjuntos de A com
um nimero de elementos menor ou igual a 6 e disjuntos de B é

a)28-9 b)2f-1 c) 28 -2° d) 2™ -2° e) 28

SOLUCAO: A

Para que um suconjunto C de A seja disjunto de B, isto é, C "B = &,
nenhum elemento de C pode ser elemento de B. Como C é suconjunto
de A, entdo os elementos de C devem ser escolhidos dentre os 8
elementos de A que ndo estdo em B (14 - 6).

C pode ter de zero a 6 elementos, assim a quantidade de possibilidades
para conujuntos C diferentes entre si vale:

Cl+C+Ci+C3+CE+C3+C3
Pelo teorema das linhas do triangulo de Pascal, sabemos que esta
soma vale 28 - C87 +C§=28—8—1=28-9

-\ (14 1Y
Questédo 03. Considere a equacao:16 ( - j = [—7—J
1+ix 1-i 1+i
Sendo x um namero real, a soma dos quadrados das solu¢bes dessa
equacao é
a) 3. b) 6. c) 9. d) 12. e) 15.
SOLUCAO: B
IEVAR: N2 1~ ?
16 1 !x _ @+ -@-i
1+ix 2

1-ix) . @-ix® s g s
[1”)() = 7(1”)()3 =1-> Q-ix)" =@ +ix)

(1+ix)® — (1-ix)% = 0 — 2ix.(3-x)) =0 — x = 0 ou x= £+/3
Assim, a soma pedida é: 02 +(\/§)2 +(—\/§)2 =6

Questéo 04. Assinale a opgao que indica o médulo do nimero

complexo xzk-n,keZ.

1+i-cotg(x)’
a) |cos(x)|

b) (1+sen(x))/2

¢) cos?(x)

d) |cos sec(x)|

e) [sen(x)|
SOLUCAO: E
1 _ 1 ' (1— i-cot g(x)) _ (1—i-cot g(x))
1+i-cotg(x) 1+i-cotg(x) (1— i-cot g(x)) (1+ cotgz(x))
| 1 _ (1-i-cotg(x)) _sen?(x) i sen(x).- cos(x)
1+i-cotg(X)  cossec?(x) sen(x)

=sen(x) - (sen(x) —i- cos(x))

1+i-cotg(x)
1 .
T ootgol| |sen(x)|-|(sen(x) —i- cos(x)) = |sen(x)|

Questdo 05. Considere: um retangulo cujos lados medem B e H, um
triangulo is6sceles em que a base e a altura medem, respectivamente, B
e H, e o circulo inscrito neste triangulo. Se as areas do retangulo, do
triangulo e do circulo, nesta ordem, formam uma progressdo
geomeétrica, entdo B/H é uma raiz do polinémio

a) n°x% +n°x% +mx-2=0

b) n2x3 + 2% +x+1=0

c) n°x3 - n?x?
d) n x3-n?x%+2mx-1=0

e) x®-2n%x% +x-1=0

+nx+2=0

SOLUCAO: D

H-R

B/2
Como B e H sédo parametros, entdo seja x tal que B=x.H. Temos que:

Area do retangulo:BH
BH

2
Como as areas do retangulo, do triangulo e do circulo estdo em
progressdo geomeétrica, entdo a area do circulo sera tal que:

nRuﬁ:R:E\ﬁ.
4 2\ 7

Ainda, da figura temos que:

AAOT ~ AACM :%:ﬂ:

B
H-R ~/B2+4H?

= = ;
R B

Area do triangulo:
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Substituindo B=x.H e a relacéo do raio do circulo na igualdade acima,
chegamos que:

H [x
H_z\/;_\/x2H2+4H2 -

E\ﬁ xH
2\7w
1 |x

L

12 . _NX +4:>2\/X7r:X+\/X2+43
X X

2\z

SAXT =X+ X2+ 442X+ 4 =
= 2xz-x* =2 =x*(xX* +4) =
=S AT+ X+ 44T —8Xm +AXP = X" +4X* =

= APt +4-4XCr -8xr=0=>

= |2x® - 22%% + 27X —1=0|

Questdo 06. Se as medidas dos lados de um tridangulo obtusangulo
estdo em progressdo geométrica de razdo ¢, entdo g pertence ao
intervalo:

a) (o,(1+J§)/2)

b) [(1+\/E)/2.mj
0 [mm«/ﬁ)/%
d) [(1+J€)/2,\/Wj
o) [\/m,mﬁ)/z,j

SOLUCAO: C

b {cz > a’ +b? - Teorema dos senos

c<a+b — Desigualdade triangular

a

Descarta-se a possibilidade de g = 1 (triangulo equilatero)

Supondo a PG crescente (g > 1), os lados do tridngulo sdo: a, a.q e a.g’

onde o maior lado é a.g%

Pela condicado de ser obtusangulo:
2 q4

—az—az.q2 >0 = q4—q2—1>0 =
2

(a.qz)2 >a’ +(a.q)2 = a

inequacéo biquadrada: x = > = x> -x-1>0 =

X < % ou x> % , pela condicao de x,q >0 tem-se:

¢ >1+2\/§:> 0> ’1+2\/§

Pela desigualdade triangular o lado maior se limita por:

1_2\/§<q<1+2\/§ =0

ag’?<a+agq = ¢>-q-1<0 =

Assim tem-se: ‘,1+2\/§ <g< 1+2‘/€

Supondo a PG decrescente (0< q <1) tém-se os lados do tridngulo: a,
a.q e a.g? onde o maior lado é a. Assim:

<q<

1+\/§
2

Pela condicado de ser obtusangulo:
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aZ>(@ag?)? +(aq)? = a2q*-a2+a%9°<0 = g* +g*>-1<0 =

2 —1—2\/g <x<_1;\/§

inequac&o biquadrada: x = > = x? +x-1<0 =

=, pela condicéo de x,g>0 = q? < —1;\/5 ~q< ,1;\/5

Pela desiqgualdade triangular o lado maior se limita por:
- 1—2 J5 = 1+2 J5 N

ag+ag’>a = g2 +q-1>0 = < ou q

q>71;‘/g = _1;‘/§<q< _1;‘5

Uma vez que o enunciado ndo especifica a classificagdo da PG, haveria
duas respostas possiveis:

1+\/§<q<‘/l+\/§ ou ‘/1+\/§ <q<1+\/€.
2 2 2 2

Obs: Certamente, Uma vez encontrado o intervalo para uma PG
crescente, basta inverter a raz8o e escrever os termos em sentido
oposto e vocé tera uma PG decrescente com os mesmos valores
numéricos! Se (a,b,c) € uma PG de razao q crescente entao (c,b,a) é
uma PG de razéo 1/q decrescente!

Vejamos: Se 0<‘/1+‘/§<q<1+‘/§:> ! >£> 1 =
2 2 \/1+\/§ q 1+\/§
2

2

—1+2J§<q.< —1+2J§

tomando 1 g por racionaliza¢é@o que:
q

Questdo 07. Sejam X, y e z nUmeros reais positivos tais que seus
logaritmos numa dada base k sdo nimeros primos satisfazendo

logi(x-y) = 49,
logy(x/2) = 44.
Entéo, Iogk(x Y- z) éigual a
a) 52 b) 61 c) 67
SOLUCAOQ: A
{Iogk x +log, y = 49

d) 80 e) 97

= lo +logy z=5
logy x —logy z = 44 Gk ¥ 100k

Como logy X, log, y e logy z séo todos nimeros primos entéo
logyy =2, log, z =3 e logy x = 47 . Portanto,
Iogk(x~y-z)= logy x +logy y +log, z =52

Questao 08. Sejam x e y dois nimeros reais tais que e*, e¥Yeo

eX—2.45

guociente séo todos racionais. Asoma X +Yy éigual a
4-¢Y |5
a)0 b) 1 c) 2-logs 3 d) logs 2 e) 3-loge 2
SOLUCAOQ: E
X J—
Se e* , & e e*-2/5 sdo0 racionais entdo desenvolvendo o

4-eYy5
guociente tem-se:

e -2J5 (4+e’45) 4e* -10e¥ +V5(e*"Y -8)
4-eYy5 (4+eYy5) 16 —5e%Y

Analisando este novo quociente tem-se que

I. o denominador é um racional, por consequéncia de e¥ também o ser.

Il. o termo 4e* —10eY do numerador também é racional pelo mesmo
motivo, e o Unico termo que pode tornar o numerador irracional é o
termo +/5(e**Y —8).

Logo para que o quociente-problema seja racional tem-se que:

V5 (e -8) =k

onde k é um racional
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k k k
Y -8=—x =M =8+— = x+y=In8+—
V5 V5 V5
Obs: Esta é a solucdo geral. O enunciado comete um pequeno
equivoco, pois diz que “A soma x+y é IGUAL a”, enquanto entendemos
que o correto seria “UMA soma x+y possivel é IGUAL a”...

Fazendo k = 0 tem-se x+y =In(8)=3In(2)

Questédo 09. Seja Q(z) um polindmio do quinto grau, definido sobre o
conjunto dos nimeros complexos, cujo coeficiente de z° é igual a 1.
Sendo z° + z2 + z + 1 um fator de Q(z), Q(0) = 2 e Q(1) = 8, entao,
podemos afirmar que a soma dos quadrados dos médulos das raizes de
Q(z) éigual a
a)9

SOLUCAO: B

Q@)= +Z2+z+1).(az° + bz +¢)

Como Q(0) = 2, o termo independende de Q deve ser 2, logo c=2
Como o coeficiente de z° é igual a 1, entdo a=1, logo:

Q@)= +22+z+1).(Z*+bz+2)

Q1) =8 > 4.(1+b+2) =8 > b=-1e assim

QD)= +22+z+1).(F+-2+2)

As raizes de Q sao as raizes de seus dois fatores.

z4 -1

b) 7 )5 d) 3 e)1

2+22+z+1=0->

=0— z; =-1; 2, =i; zz = -i (sdo as raizes

quartas da unidade, exceto 1) — |z1]| =125 = |z3| =1

]'i— “_73 |Z4| = !25| = \/E

2
H 2 2 2 2 2 _
Desta maneira |z1|" + 22| + |z3|" + |z4]” + 125" =7

22-2+2=0> 245 =

Questédo 10. Sendo c um namero real a ser determinado, decomponha
o polindmio 9x2 - 63x +C, numa diferenca de dois cubos

(x+a)® - (x+b)®

Neste caso, |a+|b| 7c| éigual a

| a) 104 | b) 114 | ) 124 | d)134 | e) 144 |
SOLUCAO: B
Temos que: {(x + a)3 =x% +3x%a+3xa% +a°
(x +b)% =x3 +3x% + 3xb? + b®

Igualando a subtracéo dos dois cubos com o polinbmio, temos:
9x% - 63x +C = (x+ a)3 —(x+ b)3 =3(a- b)x2 + 3(a2 - bz)x + (a3 - b3)
Da igualdade entre polindmios:

3(a-b)=9 a-b=3 a=-2
3(@®-b%)=-63={a+b=-7 ={b=-5
c=a’-b® c=ad-p3 [(c=117

Assim, |a +|b] - c| - |72 +|-5] 7117| =|-114| =114

Questso 11. Sobre a equacao na variavel real x, |||x -1- 3| - 2| =0,

podemos afirmar que

a) ela ndo admite solucao real.

b) a soma de todas as suas solugdes é 6.
c) ela admite apenas solu¢des positivas.
d) a soma de todas as solucdes é 4.

e) ela admite apenas duas solugdes reais.

SOLUCAO: D
x-14-3=2
|||x—:q—3|—2|:0:||x—:q—3|—2:03 | qou
[x-1-3=-2
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X-1=5=>x=6
|x—:|j—3=2:> ou
X-1=-5=>x=-4
ou
X-1=1=>x=2
|x—:q—3=—2: ou
X-1=-1=x=0

S = {~ 40;2:6}
A soma das solugdes é 4.

Questdo 12. Determine quantos nimeros de 3 algarismos podem ser
formados com 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7, satisfazendo a seguinte regra: O
nimero ndo pode ter algarismos repetidos, exceto quando iniciar com 1
ou 2, caso em que 0 7 (e apenas o 7) pode aparecer mais de uma vez.
Assinale o resultado obtido.
a) 204 b) 206

SOLUCAO: E

Os numeros de trés algarismos, ndo repetidos, formados utilizando-se 1,
2,3,4,5, 6 e7, de acordo com o principio fundamental da contagem,
sdo dados por 7x6x5=210. Ao levar-se em conta a condicdo do
enunciado, percebe-se que, se 0 nimero comegar por 1 ou 2 tem-se
apenas duas possibilidades, que sao os nimeros 177 e 277, portanto ha
um total de 212 possibilidades.

c) 208 d) 210 e) 212

Questdo 13. Seja x um nimero real no intervalo 0 < x < n/2. Assinale a
opgéo que indica o comprimento do menor intervalo que contém todas

as solugdes da desigualdade %tg[g - xj - \/5[0032 g—%)sec(x) >0.:

Y Y T Y T
a) — b) — c) — d) = e) —
) 2 ) 3 ) 4 ) 6 ) 12
SOLUCAO: D
Primeiramente temos que
T
sen| — — X
(2 J_ cosx 1 o

T
tg| ——-Xx|= = =
(2 j [n J senx tgx
cos| 5~ X

cosx = cos?| X |—sen?| X | = 2.cos?[ X |-1
2 2 2

1 (2 .cos? [gj - 1)
— = = C95X Temos entéo que:
2 2 2

Entéo cos? (i -
2

l.tgtg—x] —\/§.[cos2 (:j—;].sec(x) >0=>

2
1 :—E.cosx.sec(x)zo. Como O<x<mn/2,
2.tgx 2
cosx = 0, logo 1 —ﬁzoz
2.tgx 2
1 >x/§:>tgx<—3—th Segue entdo que o menor
(tgx) -3 3

comprimento que contém todas as solugdes com O < X <—, sera

N3

Questéo 14. Assinale a opgdo que indica a soma dos elementos de

k? .
k=12
24] l}e

B= {yk = senz(mj 1k —12}.

24
b) 1

AUB, sendo: A = {xk = senz(

a)0 c)2
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o (2- 2+J§]/3

SOLUCAO: C
Elementos de A:

S, m (T 1Y 1
X, =senm’ | —|, x,=sen’| = |=|=| ==
24 6 2 4

Elementos de B:
2
y, = sen’ 8 ) _ser?[T]- V3 —§, y, = sen’ 1ln
24 3 2 4 24

11n
Como =sen’|=—=|=co
Y, ( 24 j

n
N
—

pois ﬁ‘i-l . (angulos
' 24 24 2

complementares), temos que:

T 1 3 T
X +X, +Y, +Y, =sen’| — |+ =+ = +cos’| — |=1+1=|2
1 2 yl y2 (24J 4 4 [24j

Questéo 15. Sejam A = (a]-k) eB= (bjk), duas matrizes quadradas
nxn,onde aj e bj sdo, respectivamente, os elementos da linha j e

coluna k das matrizes A e B, definidos por

i k
ajk :(i) quando j>Kk, aj :[jj,quando j<k e

by = %(—2)” (j:] :

p=0
O traco de uma matriz quadrada (cjk) de ordem nx n é definido por

n
Zcpp . Quando n for impar, o tragco de A +B éigual a
p=1

a)n-(h-1)3.

b) (n-1)-(n+1)/4

c) (n2—3-n+2)/(n—2)
d) 3-(h-1)/n

e) (h-1)/(n-2)

SOLUCAO: C
Lembrando da expansao do binémio de Newton

ik _ 35 p[ 1K) pe
(x+y)k = Z(x)p[ J(y)‘ P
p=0 \P
e observando a forma de by, tem-se

& k) & K i 4 y
i = Z(—2)p[ J= Z(—Z)p[ j(l)‘ P2k = (1)
p=0 P p=0 p

A diagonal principal da matriz B é formada por uma sequéncia de n

termos {-1, 1, -1, 1, -1, ..., -1}, enquanto a diagonal principal da matriz A

é formada por uma sequénciade ntermos {1, 1,1, 1,1, ..., 1}.

Logo se n é impar, o traco da matriz A + B serd a soma da seqiiéncia {0,
. n-1

2,0,2,0,2,..,2}que é: tr(A+B) = 2~%= n-1

e dentro das possiveis solugfes tem-se que esta é equivalente a
(n-2) (n*-3n+2)
(n-2) (n-2)

n-1=(n-1)-

Questdo 16. Considere no plano cartesiano xy o triangulo delimitado
pelas retas 2x =y, x=2y e x = -2y + 10. A area desse triangulo mede
a) 15/2 b) 13/4 c) 11/6 d) 9/4 e) 7/2

SOLUCAO: A
Os vértices do tridngulo séo as interse¢des das retas, duas a duas:

X =2y X =2y
— A (0;0) — B (5;2,5)
2x =y X =-2y+10
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2x=y
—>C (2;4)
X =-2y+10

Assim podemos calcular a area do triangulo

0O O
2 4
5 25 15 .
= — = > unidades de area

Questéo 17. Sejam A(a,0), B(0,a) e C (a,a); pontos do plano cartesiano,
em que a é um numero real ndao nulo. Nas alternativas abaixo, assinale
a equagdo do lugar geométrico dos pontos P(x,y) cuja distancia a reta
gue passa por A e B, é igual a distancia de P ao ponto C.

a) X2 +y? -2xy — 2ax — 2ay+ 3a*=0

b) X2 +y? +2xy + 2ax + 2ay+ 3a°=0

C) X2 +y? - 2xy + 2ax + 2ay+ 3a°=0

d) X2 +y? - 2xy - 2ax - 2ay - 3a°=0

e) X*+y?+2xy-2ax-2ay- 3a =0

SOLUCAOQ: A

De acordo com os pontos fornecidos A(a,0), B(0,a), C(a,a), e
considerando P(x,y) tem-se que: dpc = 4/(X— a)’ +(y-a)’
Xr Yr
Aretar que passa por A e B é definida por:{a O =0
0 a
=>nrX+y,—a=0
Lx+1y-a

Logo a distancia do ponto P & reta r é dada por: dp, =
V12 +12
E o lugar geométrico em questao é:

1.x+1y-a
dep = dpr = y(x~a)*+(y-a)’ —%

2

= \/Z(X—a)2+2(y—a)2 =[Lx+1y-4
= 2(xfa)2+2(yfa)2 =(x+yfa)2
= x2+y? —2xy-2ax—-2ay-3a’ =0

Obs.: Pela definicdo do problema observa-se que se trata de uma parabola.
Como a reta em questéo (diretriz) tem angulo de -45° o eixo da pardbola se
encontra rotacionado de -45° , como pode ser observado no gréfico.

Questdo 18. Seja P,, um poligono regular de n lados, com n > 2. Denote
por a, 0 apétema e por b,, 0 comprimento de um lado de P,,. O valor

de n para o qual valem as as desigualdades b, <a, e b,_; >a,_4,
pertence ao intervalo

a)3<n<7.

b)6<n<9.

c)8<n<11l.

d)10<n<13.

e)12<n<15.

SOLUCAO: B
Sejam 6, (&ngulo central de P,) e R (raio da circunferéncia circunscrita
a P,), como na figura:
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Do tridngulo retéangulo:

bn
_A= tg(e_nJ jb_n= 2tg(180 j
2 a n

an n

b, b
Das condicdes — <1 e —— > 1, temos:

an an 1
5. tg(lSO j
n

00
e 2-t >1

Para n = 6 (hexagono): b—6 =2 tg[
ag

243

3

>1

180°)
6
Para n = 8 (octégono):

by o35, f 55
ag 8 2

=2.\/3—2\/5=2-(\/5—1)<1

Logo, pode-se concluirquen=70u8 = 6<n<9

OBS.: Graficamente, ou numericamente, com auxilio de uma

calculadora cientifica, é possivel determinar que n = 7.( b =096)
a

7

Razéo entre lado e ap6tema versus nimero de lados de um
poligono regular

2,5
2+
g
= 157 'S
o
.
l | L ¢
? .
*
05 | | | | | | A
4 5 6 7 8 9 10 11 12

Questdo 19. Sejam P, e P, octégonos regulares. O primeiro esta inscrito
e 0 segundo esta circunscrito a uma circunferéncia de raio R. Sendo

P ) = ~. AL ..
A,a areade P,e A, aareade P,, entdo a razdo A—le igual a:

2
a) \E
d) (4\/5 +1)/8

SOLUCAOQ: E
OM : ap6tema de P,
ON : ap6tema de P, O

b) 9v2/16 0 2z -1)

e) [+42)4

ON é raio da circunferéncia circunscrita
aP2:>ON=OA2 45"

Como P; e P, sdo semelhantes:

—\2 —\2 2
A _[om) (om] Cos[%j
A, |ON OA, 2 A,
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2 1+£
3&_ }l+cos45° _ 2 _2+\/E
Az 2 2 4
Questdo 20. Considere uma piramide regular de base hexagonal, cujo

apétema de base mede \Ecm. Secciona-se a pirdmide por um plano

paralelo & base, obtendo-se um tronco de volume igual a 1 cm® e uma
nova piramide. Dado que a razdo entre as alturas das piramides é

1/\/5 , a altura do tronco, em centimetros, € igual a
a) (/6 -+2)/4 b) (/6 -v/3)/3 c) (3V3-46)/21
d) (3v2-2y3)/6 e) (246 —y2)/22

SOLUCAOQ: C

Considerando uma circunferéncia circunscrita
ao poligono da base da piramide regular,
temos que:

x/§:€—20m
4 NG
A\

Sendo H; a altura dessa piramide e V o seu
volume, e H; a altura da piramide obtida apds o seccionamento, temos
a seguinte relacéo:

M_V—l_(lf:,wl_l:
H, v 2 vV o 22

242

VRV2 -1 =22 v=—5
( ) 22 -1
Como V pode ser dado por'
V6.1 sen60°—H L—Z\/—H =

2 202 -1

area da base

J2

"= V3.2 -1)

Ainda, [HZ} -1 =>H, = Hy
H

1
2 B.e2-1°

A altura do tronco

L) 2
sera entao:
Hop g o Y2-1 2-1  (2-1@6B+B) |
Y7 {B@V2-1) 2V6-43 21
_33-16
H=""57 cm

Questéo 21. Determine o conjunto C, sendo A, B e C conjuntos de
ndmeros reais tais que

AUBUC:{Xei)%’:x2+x22}
AUB=xemn:8%-3.4% 2250}
ANC={xeNR:log(x+4)<0+x>2}
BNC={xeR:0<2-x+7<2}

SOLUCAO:

O conjunto C pode ser dado por:
C=[(AUBUC)-(AUB)]JU(ANC)UBNC)
Determinamos entédo cada conjunto do segundo membro:

2
AuBuC:x2+x22:>(x+%j 2%:

-3
272
/x>

=

1 ou x<-2%
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1.3 4
23x 22>< 2x
22 _3.2%-4>0.Sejaa=+2"%, entdo

2
a-3a-4>0=> af§ >~ =a-=>=ou
2 2 2

AUB:8*-3.4*-2>*>0=

4
afg<fg:>a>4 ou a< -1;como

a=2*>0,VxeR, entdo 2*>4=2"<2?% =
X<-2. AuB{xeR/x < -2}

ANC:log(x+4)<0, com 0O < X+ 4; entdo temos que:
logx+4)<0=>x+4<1=>x<-3, como X>4>0=
4<x<-3.AnNnC:{xeR/-4x < -3}

BnC: O§2x+7<2:_?7$x<_?5:>

BNnC= XER/iSX<;5
2 2

Chegamos entéo que

c={xaR/—4<xs_75 ou X=-2 ou le}

Questédo 22. Determine o conjunto A formado por todos os nimeros
complexos z tais que

z .+_2;Z_:3e0<|z—2~i|sl.
z2-21 z+2-i
SOLUCAO:
Fazendo —2 _ =W, com z # 2i, temos:
z-2i

w+2w=3 (I

Sejaw = a + bi. Logo, de (1):
3a-hi=3<a=1b=0< w=1
Assim, | W |= 1 de onde:

z
z-2i
A solucéo da ultima equacao € a reta mediatriz dos pontos z=0e z = 2i,
ou seja, é conjunto dos pontos da forma z=x +i, X €R (ll)

Ja o conjunto de pontos que satisfaz 0 <] z — 2i |< 1 (lll) é o circulo de

centro no ponto z = 2ie raio 1, excluindo-se o préprio centro do circulo.

=1 [zl4z-2i| © 7| 4z-2i]|

Im(z)

v

A interseccéo entre (l) e (Ill) d4 z =i, que é a Unica solugdo do sistema.

Questédo 23. Seja k um nimero inteiro positivo e Ax = {jeN : j< k e mdc
(,k) =1 } Verifique se n(As3), n(Ag), Nn(Az7) e n(As1), estdo ou ndo, nesta
ordem, numa progressdo aritmética ou geométrica. Se for o caso,
especifique a raz&o.

SOLUCAO:

Az ={j e N:j<3emdc(3,k) =1}, ou seja A; é o conjunto de todos os
naturais j menores que 3 tais que j e 3 sdo primos entre si. Logo Az =
{1,2}en(A3)=2

Ao ={jeN:j<9emdc (9,k) =11}, ousejaAg é 0 conjunto de todos os
naturais j menores que 9 tais que j e 9 sdo primos entre si. Logo Ag =
{1,2,4,5,7,8} e n(As) = 6. Note que como 9 = 3%, basta que j ndo seja
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multiplo de 3 para que a condi¢do seja atendida. De 1 a 9, 2/3 dos
nimeros nao sdo multiplos de 3, logo Ay tem 6 elementos (2/3 de 9)
Como 27 = 3%, vale a analogia e A,7 tera 2/3 de 27 = 18 elementos.
Inferimos também que As; terd 2/3 de 81 = 54 elementos.

A sucessdo (2, 6, 18, 54) caracteriza uma PG de razdo q = 3.

Quest&o 24. Considere a equagdo: yx? -p +2 yYx? -1=x.
a) Para que valores do parametro real p a equagdo admite raizes reais?
b) Determine todas essas raizes reais.

SOLUCAO:
a) Para que as raizes quadradas pertencam aos reais, temos duas
condiges:
X*-1>0=>x*>1e xX*-p20=x">p
A partir da equacdo inicial:

VX2 —p+24x?-1= x:[\/xz —pjz :[xfz\/xz 71j2
=>x2-p=x2-4xyx? -1+4x% -4
= 4xyx2 -1=p+4x? -4 :>(4X\/X2 —1)2 =(p+4x2 —4)2

=16x* —16x? =p2 +16x* +16 + 8px? — 8p — 32x?
= (16-8p)x* - p®-16+8p=0

o 8p-p°-16 _-(p-47 _(p-4)
8p-16 8p-2) 8(2-p)
Da condigc&o x2 > p, temos
2 2 2
(p—4) S :>(p—4) 7p20é9p —24p+1620

8i2—pi_p 82 —p) 16 -8p

Considerando apenas o numerador e igualando-o a zero, temos:
A=(-24)*-4.9.16=0
Logo, para qualquer valor real de p temos que 9p2 —24p+16 20 e assume

p:ﬂ:f. Assim, como o numerador sempre é nao-
18 3

negativo, segue que 16 -8p>0=p <2
Como a equagéo do enunciado deve ser satisfeita:

[,/xz —p +24%2 —1}2 =x2:
(X*=p)+4(x* =D+ 4J(xX* = p)(x* -1 = x*
= 4J(x® -p)(x* -1 =p-4x® +4

Como a raiz deve existir, segue que p—4x2 +4>0.

2
:nguixzz(p_‘]’) <p+43pz—8p+16
4 2(2-p)

valor nulo em

-p-4<0=

8(2-p)" 4

p>—8p+16—(4-2p)(p+4) <0
4-2p B

Como 4—-2p >0 (pois p < 2), temos:

p?-8p+16-4p-16+2p% +8p<0 =3p2 -4p<0|=0<p<

[IEN

2 — —
b) Se OSpS%,temosentéO:xz:(p_4) SxoP4l __4-p

82-p) C2fa—2p 2fa-2p

Questdo 25. Sendo x, y, z e w nUmeros reais, encontre o conjunto
solucéo do sistema

Iog[(x + 2y)~ (w- 32)’1] =0,
2x+32 _8. 2y—32+w -0,

Y2x+y+6z-2w -2=0.

SOLUCAO:
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Iog[(x +2y)(w — 32)_1]= 0= [(x +2y)(w — 32)_1]= 1=
2x+32 _8.2y—32+w —0=> 2x+32 _2y—32+w+3 —0=>

32X +y+6z—-2w —2=0= 32X +y+6Z2-2w =2 =

X+2y =w-3zZ= Xx+2y+3z-w =0(j)
X+3z2=y-3z+wW+3 = x-y+6z-w =3(ii)
2X +y + 6z — 2w = 8(iii)
Deve-se notar que w —3z # 0, ou seja w # 3z
Fazendo-se a combinacéo linear (iv) = (i)+(ii)-(iii), obtém-se:

32:—5:>z:—E
3

Substituindo o valor de z nas equagdes, tem-se:
X+ 2y —w = 5(i)
X —y —w = 13(ii)
2x +y — 2w = 18(iii)
Fazendo agora a combinag&o linear (v) = (i)-(ii), encontra-se:

3y=_83y=_§

3
Substituindo o valor de y nas expressfes acima, obtém-se:
3 31
X—-W=—=>W=X——,
3 3
16

W#3Z=-5=Xx#"—
3

O conjunto solugdo do sistema € dado por: (X;y;z;w)
S= (x;—g;—i;x —2),x eR- 16
3 3 3 3

Questédo 26. Dentre 4 mogas e 5 rapazes deve-se formar uma comissao
de 5 pessoas com, pelo menos, 1 moca e 1 rapaz. De quantas formas
distintas tal comisséo podera ser formada?

SOLUCAO:
Comissdo com 5 pessoas com pelos menos uma moga e um rapaz.
Logo, o que ndo podera ocorrer é escolher 5 pessoas em que ndo haja
nenhum homem ou nenhuma mulher.
Escolha de 5 pessoas quaisquer, independente do sexo:
1
Cg 5 = i = 126

’ 5141
Escolha de 5 pessoas do mesmo sexo,
Como temos apenas 4 mulheres, ndo serd possivel formar comissées
apenas com mulheres, logo ha apenas uma comissao com 5 homens.
Portanto, temos 126 — 1, ou seja, 125 comissGes com pelo menos um
homem e uma mulher.

Questdo 27. Considere um triangulo is6sceles ABC, retangulo em B.
Sobre o lado BC, considere, a partir de B, os pontos D e E, tais que os
comprimentos dos segmentos BC, BD, DE, EC, nesta ordem, formem
uma progressdo geométrica decrescente. Se B for o angulo EAD,
determine tg  em funcéo da razéo r da progresséo.

SOLUCAO:

O triangulo ABC é is6sceles, ou seja, AB=BC. Da figura acima, temos:
tga =r

tg(a+B)=r+r2

rer4rd=1

Como desejamos encontrar tg 3, basta fazermos:
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tgloa+p)-tga _ r+r’-r
1otglo+p)-tga  Lir-fr+r?)

tgp = tglo. +B—a)=

2 2

r r
O =———7|ou|=—
1+r2 413 21

Questédo 28. Considere, no plano cartesiano xy, duas circunferéncias
C, e C,, que se tangenciam exteriormente em P : (5;10). O ponto

Q: (10;12) € o centro de C;. Determine o raio da circunferéncia C, ,
sabendo que ela tangencia a reta definida pela equacéo x =y.

SOLUCAO:
Ci

C:

5 10

Sejam R e T, respectivamente, o centro de C; e o ponto de tangéncia
entre X —y = 0 e C,. Por condigdo de tangéncia, devemos ter Q, P e R
alinhados.
Determinemos a equagé&o da reta PQ, que tem coeficiente angular igual
12-10 _2 =PQy-12= 2 (x-10) < 2x — By = -40
10-5 5 Y 5 Y
Encontraremos o ponto S, interseccéo da reta x-y = 0 e da reta PQ:
X -y =0 —-3x = -40 (40 40]
= <S= | —,—
2x -5y =-40 -3y =-40 3 3

2
pssim, ps:‘/[g_5zj+[g_loj _[125 s

9 3
Sendo 6 o &ngulo agudo entre PQ e y = X, temos:
1- % 3 3
g0 ——=—=— >send =—
1+ 1% ! V58

Chamamos de r o raio de C,. No tridngulo STR, temos:
RT r 3 145y/2 +154/29
—=send & ==

529 58 49

r+
3

Questdo 29. Seja Cjuma circunferéncia de raio Rjinscrita num
triangulo equilatero de altura h. Seja C, uma segunda circunferéncia ,
de raio R, , que tangencia dois lados do triangulo internamente e C;

externamente. Calcule (Rl -Ry )/h .

SOLUCAO:
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Sendo O; e O, os centros das circunferéncias temos:
0:T:=R; e 0,T2=R>
R, -R 1

sen 30°=—1—2== o R; =3R;
R,+R, 2
Como se trata de um triangulo equilatero, entao h = 3Ry
R
R -1
R, -R 1
Logo:|—t—2 = 3_2
h 3R, 9

Questédo 30. Os quatro vértices de um tetraedro regular, de volume 8/3
cm?®, encontram-se nos vértices de um cubo. Cada vértice do cubo é

ITA 2007 MATEMATICA 12/DEZ/2006

centro de uma esfera de 1cm de raio. Calcule o volume da parte do
cubo exterior as esferas.

SOLUCAO:
Seja b a aresta do tetraedro, ent&o 8/3 = b* \/E 12 5> b=2 \/E
Note a aresta do tetraedro é a diagonal de face de um cubo de aresta a.

Assim 2 2=a\/5 ea=2cm

Como as esferas tem raio igual a 1 elas se tangenciam conforme a
figura abaixo, ndo havendo area comum a duas esferas quaisquer.

Notamos que 1/8 de cada esfera fica interna ao cubo.
Assim, o olume da parte do cubo exterior as esferas vale

2% - 8.(1/8) A or-g- 2 oom
3 3



