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MATEMATICA

(03B Sabe-se que:

a=la]+{a},Vae IR, onde [a] é aparte inteira de a
x+[y]+{z} =42
y+[z]+{x}=3,6,com x,yeze IR
z+[x]+{y}=2

Determineovalorde x -y + 7.

SOLUCAO DA QUESTAO 01

Somando as trés equagdes, membro a membro, temos:
x+[x]+{x}+y+[y]+{y} + z+[z]+{z} =4,2+3,6 +2=9,8
Como a =[a]+{a}:
2. (X+y+2)=98=>x+y+z=49
Subtraindo sucessivamente esta equagdo da primeira, da
segunda e da terceira e lembrando de que a = [a] +{a}, vem
que:

— = +|z|= = [ZJZO
);—{y%ﬂ+%‘]{i}—q7 {y} []_0’7 {{y}:0,7

=1
z-[z]+x-{x}=1,3={z}+[x]=1,3> [x]
T e}-03
=2
x=[x]+y-{y}=2,9=>{x}+[y]=29=> Lv]
™ ] xp=09
Assim, determinamos x, y e z

x=[x]+{x}=1+0,9=1,9
y:[y]+{y}:2+0,7:2,7
z=[z]+{z}=0+0,3=0,3

Conseqlientemente:
X-y+z=19-2,7+0,3=|x-y+2=-0,5

P Um triangulo isdsceles possui seus vértices da base sobre o
eixo das abscissas e o terceiro vértice, B , sobre o eixo positivo
das ordenadas. Sabe-se que a base mede b e seu angulo oposto

B =120°. Considere o lugar geométrico dos pontos cujo quadrado
da distancia a reta suporte da base do triangulo é igual ao produto
das distancias as outras duas retas que suportam os dois outros
lados.

Determine a(s) equagao(des) do lugar geométrico e identifique
a(s) curva(s) descrita(s).

Equagédo de s:

o o8

2 3 6
Distanciade Par:
PR EI G
3T 6| |3 3 b3
¢, = T Pty
12+[‘EJ
3
Distanciade Pa s:
g Y3, b3
37 6| 3 3 b3
d.;=—=*')’p—?xp—7

sl
3

Distancia de P a reta suporte da base do triangulo: yp
Entdo, do enunciado:

() =d, -4 = y;:3-(yp_bﬁ] _(ﬁxp] 0

4 6 3

Consideremos a Regiao 1 aquela por¢éo do plano em que

2 2 .
[y,, _%] _[?X’JJ L © @ Regido 2 aquela em que

w3 (V3 ).
{50 =0

E facil notar que trata-se de regides delimitadas por re s,
formando uma partigdo do plano (exceto por suas intersecoes,
que sao as proprias retas re s).

Na figura abaixo temos estas regides indicadas. A regido
sombreada é a Regido 1, enquanto a regido ndo sombreada (em
branco) é a Regiéo 2.

(39) 9

Para a Regido 1 o lugar geométrico encontrado em (i) se torna:

3, BBY (UYL 3 B e
Yp 4 Yp 6 3 F Yp 4 Yp 3 Yp 2 3

SOLUCAO DA QUESTAO 02

P o i

Sejam r e s as retas suporte dos lados congruentes do triangulo
e P= (xP, yP) um ponto genérico do lugar geométrico procurado,

como na figura acima. Temos, pois:
Equagédo de r:

g

3 2 3 6

2
b3 - unferénc
x2 +[)’p +2¥° | — p2, ou seja, uma circunferéncia de centro

(0 —b\E] e raio b.

2

Para a Regiédo 2 obtemos mais uma expressao do LG procurado:

e [N 2% I T I N PR N
PN e 37 I TR

Xp

(75 W
centro (O’bf%), eixo real horizontal com medida 2bﬁ% e

2
2 (yp —bf%;j , 0 que representa uma hipérbole de
=1

eixo imaginario com medida 2% .
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Sabe-seque , 77 _ %3 , sendo z1, Z2, Z3
ﬁ que zzzz—e\zs+z4\—\23—z4\=0
4

e z4 nUmeros complexos diferentes de zero.
Prove que z; e z> s&o ortogonais.
Obs.: numeros complexos ortogonais sdo aqueles cujas

representagdes graficas sdo perpendiculares entre si e z é o
numero complexo conjugado de z.

SOLUCAO DA QUESTAO 03

A equagdo |z, —(-z,)| =|z, - z,| indica que:

19) Z, equidistade z, € de —z,;

29 Z, pertence a mediatriz do segmento de extremos
z,e-z,;

3% Z, eortogonala Z, ;

49 % _ r cis(iE] :
z 2

4
Portanto

2,2,2,

21 22: z

=4 |2,[" =r cis[iﬁj @i=% Cis(izj =
. z, 2) "z, |z

Z, éortogonala Z,,.

(A Dada a fungéo F:IN2 — IN, com as seguintes caracteristicas:
F(0,0) = 1;
F(n,m+1) = g.F(n,m), onde g é um numero real diferente de zero;
F(n+1, 0) = r + F(n,0), onde r € um numero real diferente de zero.
2009
Determine o valor de z F(i,i),ie IN
i=0

SOLUCAO DA QUESTAO 04

De acordo com o enunciado, temos:
F(,0)=r+F(0,0)=r+1

F2,0)=r+F(1,0)=2r+1
F3B,0)=r+F(2,0)=3r+1

Por indugéo, conclui-se que: |F(n,0) =n.r+1| (1)

Por outro lado, temos:

F(1,1)=q.F(1,0) = g.(r+1)
F(2,2)=q.F(2,1)=¢".F(2,0)=¢".(2r+1)
F(3,3)=qF(3,2)=¢ . F3,1)=¢" . F(3,0)=¢".(3r +1)
Novamente, por indugéo, conclui-se que:

|F(n,n) = q”.(n.r+1)| @)

Denotemos por S, a soma desejada. Desta forma, temos:
2009

S=> F.i)=1+q(r+D)+q’Q2r+)+..+¢""(2009r+1) (3)
i=0

Multiplicando ambos os membros de (3) por g, temos:

gS=q+q (r+1)+q¢’ Q2r+1)+...+¢™"°(2009r +1) (4)

Subtraindo a equacéo (4) da equagéo (3), temos:

SA—=q)=1+qr+q’r+qg’r+..+¢*"r—qg*"°(2009.r +1) (5)

Observando a equagéo (5), temos que:

2009
2009r:qr‘(q _1) (6)
q-1

Substituindo (6) em (5), chega-se a:

(q2<)<)9 _ 1)

2009
Portanto: | ¢ _4”"(2009.r+-1_  (¢"” 1)

gr+q@’r+qg’r+..+q

SA-qg)=1- q2010(2009.r +1)+gqr.

B Seja G o ponto de intersecdo das medianas de um triangulo
ABC com area S. Consideres os pontos A’, B’ e C’ obtidos por
uma rotagdo de 180° dos pontos A, B e C, respectivamente em
torno de G. Determine, em fungéo de S, a area formada pela unido
das regides delimitadas pelos triangulos ABC e A'B’C’.

SOLUCAO DA QUESTAO 05

G é baricentro do AABC, logo CG = 2MG. Arbitrando MG = x,
temos CG = 2x

Com a rotagdo G também ¢é baricentro do AA'B'C’ e C'G=2x,
seguindo que C'M = x

Deste modo temos que os As ABG e A'B'G sas congruentes
(LLL).

Como GAB = GA’B’ temos que A'B’ e AB sao paralelos.

Por analogia, as areas dos pequenos tridngulos da figura
também valem S/9. Portanto, a aréa total dos triangulos é

6.5/9 = 2S/3

4
0

Da semelhanga também percebemos que se M é médio de AB
entdo T é médio de RS.

Assim Sarrc = Satsc = (S/9)/2= S/18.

r. >
q-1 (¢-1)
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Voltando ao AABC, sabemos que Sycng = S/6

Deste modo Sgtrn = Sacng - Sartc = S/6 — S/18 = 2S/18 = S/9

Concluimos entdo, por analogia, que todas as areas dos
pequenos quadrilateros da figura também valem S/9. Logo, a
aréa total dos quadrilateros vale 6.S/9 = 2S/3

Entdo a area pedida vale 25/3 + 2S/3 = 4S/3.

.

/%%7///

Seja um cubo de base ABCD com aresta a. No interior do
cubo, sobre a diagonal principal, marca-se o ponto V, formando-se
a piramide VABCD. Determine os possiveis valores da altura da
piramide VABCD, em fungao de a, sabendo que a soma dos

-

m Resolva a seguinte inequacdo, para 0<x<2r: quadrados das arestas laterais da piramide é igual a ka® sendo k
um namero primo.
Obs.: as arestas laterais da pirdmide séo VA, VB, VC e VD.

3sen®x +2c0s? X + 4senx — (1+ 4/2)senxcos x + 4cos x — (2 + 24/2) S

2 SOLUCAO DA QUESTAO 07
2senx — 2v/2senxcos x +2cos x —/2 ¢ A
AN
! Al
SOLUCAO DA QUESTAO 06 Pv
Rearranjando os termos do numerador, temos: Pk
A
(3serfx+200s” x— senxcos x—2) +2.(23enx—2J§.senxoosx+ 2005)(—«/5) o1 | %
2senx—2\/2senxcos x+2c0s X —2 , V\;‘
Logo temos: ! /E: AN
1 ~
3sen®x +2cos® x — senxcos x — 2 A N
+2>2 poa ! e T
2senx —2\/2senxcos x + 2cos x — /2 SN ey
¢y \ ~
3sen®x +2co0s® x — senxcos x —2 yor ’ ]
>0 FA : 4 \\ L
2senx — 2:/2senxcos x + 2cos x —~/2 i : b e
’ KR \ o
sen’x +2 - senxcos x — 2 >0 LA i ) oS
‘ (L Y Sa
2senx(1—\/Ecosx)—\/E(1—x/§cosx) #  Blogees oo o= - - B
senx(senx—cos x) AP %
>0 ,.r L : ,/ A *-‘\ \
(2senx—\/§)(1—x/§cosx) £ Lo Mg h
e £ i
7 sl
senx -2 ésenx—écosx D v ' c . ,
2 2 0 Sejam A, B, C, D e V os pontos descritos no enunciado, e ainda
\/_[ «/5][\/5 ] > A’, V' e V" pontos auxiliares, conforme a figura.
2\2| senx——— || ——co0s X V” é, por construgdo, aquele que torna V'V’ e DC
2 2 perpendiculares.
T Temos também que VV’ = h.
senx- sen(x— Z] Achemos os demais segmentos:
VC:
J2)(+2 :
2[senx—2 5 ~o0sX AVWC ~mac = YV _VC — h_VC = VC=h\/§
AA AC a a3 -
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V'C:

W)Y +(vc)y =(vc) = n+vc)y =(h\6)2 = vCe=m/2
VA:

(VA) =(VA)Y +(vW') =
= (VA)
V'Ce V'V"
Catetos de um A retangulo e isésceles de hipotenusa
VC=ml2 = VC=VV'=h

\I:?:)c;tenusa de um A retangulo de catetos

VW=VV'=h = VW =ml2

VD:

(vDY =(v' D) +(vv’) = (VD) =(a—h) +(h\/§)2
= (VD) =a*-2ah+3h*

VB:

Pela simetria do problema é facil ver que ele é igual a VD.
Agora achamos os valores possiveis de k, de acordo com o
enunciado:

(VAY +(VB) +(VC) + (VD) = ka®
(20> — 4ah+3n*)+(a® = 2ah+ 31> )+ (387 )+ (a® = 2ah 4

(VAY = (av2 - 2] +1?
2a* —4ah+3h*

12h* —8ah+a*(4—k)

261i61\/3k—8 (l)
6

Sabendo que k é primo, que 0 <h <a eque 3k—8>0
obtemos todos os valores possiveis para h:

k=3 = h=2oun=2
2 6

0

h=

k=5 = h=2(+7)

2.
k=7 = h:%.(zﬂ/ﬁ)

(iF} Dada uma matriz quadrada A de ordem n, definida da seguinte
forma:

* os elementos da linha i da coluna n séo da forma a;, = _(n T+ J

¢ 0s elementos imediatamente abaixo da diagonal principal séo
unitérios, isto &, aij = 1 para i- j= 1;

e todos os demais elementos sdo nulos.

Sendo | a matriz identidade de ordem n e det(M) o determinante

de uma matriz M, encontre as raizes

da equacgao det(xl - A) =0 .

SOLUCAO DA QUESTAO 08

Do enunciado:

1 x 0 0 [ n J
n-1
n
0 -1 0
(X1 = A) = X [n _zj
0O 0 O

-1 X [n]
2
0 00 0 -1 x+m

Entao, aplicando Laplace na ultima coluna, temos:

-1 x 0 X 0
1 . » —1
det(xI—A):(_l)lﬂg[”} o +(_1)1+r1'[ n ] X N
n 1 n—i+1 Do x
0 0 0 -1 00 0 -1
x 0
2 n)||-1 x
o+ (D" x4+ .
- [ (1]} 0
0 0 -1 x

n
n—-i+1

n-1

det(xI—A)=1+£ j~x‘1+...+n.x”1+x.x

det(xl - A) = Z?:O[r;]xi =(x+1)"
A equacdo pedida é det(xI- A) =0, entao:

det(xl —A)=(x+1)' = 0=

m . A figura abaixo é composta de 16 quadrados menores. De
quantas formas é possivel preencher estes quadrados com os
nameros 1, 2, 3 e 4, de modo que um nimero ndo pode aparecer
2 vezes em:

» uma mesma linha.

* uma mesma coluna.

+ cada um dos quatro quadrados demarcados pelas linhas
continuas.

ceccqecccdccccm

RN SPUP R S ———

SOLUCAO DA QUESTAO 09

Ha 4! = 24 maneiras de preencher o quadrado A com os niUmeros
1, 2, 3, 4. Feito isso, vamos agora preencher o quadrado D.
Colocamos o numero 1 em qualquer posi¢cdo do quadrado D (4
maneiras). Depois disso, teremos uma situagdo como a seguinte:
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cla
2 R ylb|1

W | —k

2
4

Agora, o nimero a ndo pode ser 2, pois ficariamos sem opgao
para x, € o numero b ndo pode ser 3, pois ficariamos sem opgéo
para y. Assim, nosso proximo passo é escolher o valor de ¢ entre
0s numeros 2, 3 e 4, 0 que determina imediatamente a e b
devido as restrigdbes que acabamos de observar. E facil ver que,
para as demais posicdes do numero 1 em D, obtemos uma
situacdo analoga. Logo ha 4 x 3 = 12 maneiras de completar o
quadrado D depois de preenchido o A.

Feito isso, todos os espagos que sobraram tém uma Unica
maneira de serem preenchidos. Assim, 0 nimero total de maneiras de
preencher os quadrados é 24 x 12=288.

m Seja a uma constante real positiva. Resolva a equagdo

Jaya+Va + x> +\3aa-Ja + x> =2/2x, para x€ IR e

0<x<a.

SOLUCAO DA QUESTAO 10

Desenvolvendo a equagao dada, temos:

Jaa+at - ¢ +\3aya-a - x* =22x =
x/g\/a+\/@+x/§\/a—\/@=2@x:
afasafi(2] i a-afi- (2] <2
@@Ww@; 1-W-z@b
\/1md§\/1m2\/§:
R TR RCRE

Agora, como 0<x<a, dividindo toda essa desigualdade

por a>0 temos g<X<1. Assim, para cada a> x, existe
a

um Unico @€ IR, com 0393%, para o qual = =send .
a

Como Osas%, vale que cosd >0 . Portanto:

2
1—[2] =+/1-sen’d = cos® # =| cos 6 |= cos &

A equacdo fica reduzida a:
NG}

%«/Hcosﬁ +7\/1—cosﬁ =+/2.send

Utilizando as relagdes de arco duplo, temos:

1+cos¢9=20032(2]
cos = 2cos? g -1=1-2sen? (4 =
2 2 (6

1-cos @ =2sen 2

sen[gj >0
< 2), temos:
cos[gj >0

2

Como osasgzos =

N
L




