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| Questdo 01

Determlne o conjunto- solugao da equagéo
sen®x+cos’x = 1-sen’x.cos°x

Solugao

sen’x+cos’x = 1- sen ’x.cos?x

(senx+cosx).(sen X- senx.cosx+coszx):(1-senx.cosx).(1+senx.cosx)
(senx+cosx).(1-senx.cosx)=(1-senx.cosx).(1+senx.cosx)

12 possibilidade: 1-senx.cosx = 0

senx.cosx=1 — sen2x=2 — ndo existe x nestas condi¢bes

22 possibilidade: 1-senx.cosx = 0

Neste caso: senx+cosx = 1+senx.cosx

Elevando ao quadrado em ambos os lados:

sen’x+2senx. cosx+cos X =1+ 2senx. cosx+sen X. cos X

1 + 2Senx.cosx+cos’x = 1 + 2senx.cosx+sen’x.cos’x

senx.cos’x = 0 —» senx.cosx=0 — X = kn/2, keZ

Entretanto ao elevar ao quadrado podemos ter introduzido raizes
estranhas.

Verificando percebemos que as solugdes do tipo n + 2kim ndo
servem e também ndo servem as do tipo 3n/2 + 2kuom, kaeZ
restando apenas as solugdes do tipo 2ksm, kzeZ.

Entdo o conjunto solugéo é:

S={x e R/ x=kn/2 + 2kn, keZ ou x=2ksm, kzeZ}

Questao 02

Encontre o polindmio P(x) tal que Q(x)+1= (x+1)3 .

P(x) e Q(x)+ 2¢é

divisivel por x*, onde Q(x) € um polindmio do 6° grau.

SOLUCAO:
Q( ) é polindbmio de 6° grau:
Q(x 5 4 3

) ag - x® +ag-X +ay- X +ag-xX"+ay- x2+al X+3ag
Q(x)+2 é divisivel por x

4.
Qx)+2

v =by-x2+by-x+by= ag=a,=a;=0 e ag = -2

Logo, Q(x):a6~x6+a5~x5+a4-x4—2

P(x)- (x-1 = Q(x)+1

P(x)=cg-x3+cy-x2+c1-X+C

P(x)-(x -1 =cg-x8 +(cy —3-cg)-x®+(c;—3-Ccp+3-Cg)-x* +
+(co—3-c;+3-cp—C3)-x3+(3-¢;—3-co—Cy)- X2 +
+(3-c0—cl)~x—co

Q(x)+1=ag-x® +ag-x°

+a4-x4—1
Entdo, cg=1; ¢;=3:cg=3; c,=3:(c;—Cq)=6
c3=3-c,-3:Cc;+Cy =10

Logo, P(x):lO'x3+6»x2+3‘x+l

Obs: prosseguindo com os célculos, encontraremos
Q(x)=10-x6—24~x5 +15-x*-2.

Questao 03

Os elementos da matriz dos coeficientes de um sistema de quatro
equacdes lineares e quatro incognitas (X, y, z e w) séo funcéo de quatro
constantes a, b, c e d. Determine as relagfes entre a, b, ¢ e d para que
o referido sistema admita uma solu¢éo néo trivial, sabendo que CD = -
Solucéo:

DC, onde C:[a b}eD:[X y]
c d z w
Por hipétese, temos:
co=|2 bifx y| |ax+bz ay+bw],
c di|z w| |cx+dz cy+dw |’
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DC:|:X y}{a b}z[ax+cy bx+dy]

z wic d az+cw bz+dw

2ax+cy +bz=0
bx +(a+d)y +bw =0
cx+@+d)z+cw=0"
cy +bz+2dw =0

Assim, o referido sistema é um sistema homogéneo 4 por 4 que admite
solucdo ndo-trivial se e somente se o sistema for possivel e
indeterminado, ou seja, se o determinante dos coeficientes for zero.

A matriz associada dos coeficientes é dada por:

2a ¢ b 0
b a+d 0 b
c 0 a+d c
0 c b 2d

Desenvolvendo o determinante de D por Laplace na primeira coluna,
temos:

ComoCD=-DC=CD+DC=0=>

a+d 0 b c b 0 c b 0
D=2a|] 0 a+d c¢|-b|0 a+d c|+cla+d O bj|.
c b 2d c b 2d c b 2d
Dy D, ’ ‘ D,

Mas,

D, = 2d(a+d)? — bc(a+d) — be(a+d) = 2d(a+d)? — 2bc(a+d)
D- = 2cd(a+d) +bc® — be? = 2cd(a+d)

Ds = b’ — b% — 2bd(a+d) = — 2bd(a+d)

Assim,
D = 2a.[2d(a+d)? — 2bc(a+d)] — b.2cd(a+d) — c.2bd(a+d)
D =4ad(a+d)? — 4abc(a+d) — 4bcd(a+d)
D =4ad(a+d)? — 4bc(a’ +ad + ad+d?)
D =4ad(a+d)? — 4bc(a+d)?
D =4(a+d)?(ad — bc).
Fazendo o determinante igual a zero, temos:
(a+d)*(ad — bc)=0 < ad=bc ou a =—d.

Questao 04
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Uma seqliéncia de quatro termos forma uma PG. Subtraindo-se 2 do
primeiro termo e k do quarto termo, transforma-se a sequéncia original
em uma PA. Uma terceira seqiiéncia é obtida somando-se os termos
correspondentes da PG e da PA. Finalmente, uma quarta sequéncia,
uma nova PA, é obtida a partir da terceira sequiéncia, subtraindo-se 2 do
terceiro termo e sete do quarto. Determine os termos da PG original.

Solugéo:

Inicialmente, vamos definir os termos de cada uma das sequéncias:
PG original: (a1, 219, a10% aicF)

A partir dela monta-se a seqiiéncia seguinte:

12 PA: (a1 — 2, a10, a10°, a1q° — k)

Somando-se os termos das duas, temos a terceira seqiiéncia:

(2a1 -2, 2a10, 2a10°, 2a:q° — k)

De onde obtemos a outra PA:

22 PA: (2a1 -2, 2a1q, 2a:10° - 2, 2a19° —k = 7)

Como a soma dos termos eqlidistantes de uma PA é constante,
podemos escrever a partir da 12 PA:

a;—2+ai1P—k=aiq+ai ()

Analogamente para a 22 PA:

2a; 2 +2a.0° —k =7 = 2a:q + 2a:0> — 2 (Il)

Fazendo (1) — 2(1):

2+k-7=-2= k=3

Considerando-se trés termos consecutivos de uma PA, sabemos que o
segundo é a media aritmética entre o primeiro e o terceiro. Isso nos da a
seguinte relacé@o entre os 3 primeiros termos da 12 PA:

a:;q® + (a1 — 2) = 2a1q

De onde: a1(q° —2q +1) =2 = as(q-1)>=2(lll)

Analogamente, para os 3 Ultimos termos dessa mesma PA:

a;q® -3 +aiq= 2a;0°

De onde: a1q(g®- 2q + 1) = 3 = a:q(g-1)?
Substituindo (II1) em (1V), temos:

=3 (V)
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Portanto: al(E -1)2=2=> a; =8

A PG pedida é (8, 12, 18, 27)
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Questao 05

Cinco equipes concorrem numa competicdo automobilistica, em que
cada equipe possui dois carros. Para a largada sdo formadas duas
colunas de carros lado a lado, de tal forma que cada carro da coluna da
direita tenha ao seu lado, na coluna da esquerda, um carro de outra
equipe. Determine o nimero de formag8es possiveis para a largada.

12 Solugéo:
Seja A1 = numero de possibilidades onde temos a equipe 1 com pilotos
na mesma linha.

A2 = numero de possibilidades onde temos a equipe 2 com pilotos
na mesma linha.

A3 = nlmero de possibilidades onde temos a equipe 3 com pilotos
na mesma linha.

A4 = numero de possibilidades onde temos a equipe 4 com pilotos
na mesma linha.

As = nlmero de possibilidades onde temos a equipe 5 com pilotos
na mesma linha.

Logo Ak = nimero de possibilidades onde temos k equipes com pilotos
na mesma linha.

Onde, A = C;_zk_S! (parai=1 até 5) — primeiro escolhemos a(s)
linha(s) que vai conter a(s) dupla(s) da mesma equipe, depois trocamos
os 2 pilotos de coluna, depois permutamos 0s outros pilotos.
Analogamente:

n(ANA)= C2.2%6! (parai=1laté5, j=1até5, comi # J)

n(A N Aj NA)= C§,23,4! (i #j #k, variando de 1a 5)

n(Ai e A]. NA N Ap) :C:,24_2! (i #j #k #p, variandode 1 a 5)
n(ANA NANA NA)=C>2°

O que procuramos é

lO!—n(Alquu A3UA4UA5):
10" = [n(A1) + ... + n(As)] + [ n(A1NAL) + ... + n(AsnAs)] — ... = [ N(A1N

Ao Asr Aan As)] = 100 - Co.n(A) +Ce n(A N A)
—CIn(ANA NA)+ CIN(ANA NANA)
~CIN(ANA NANANA)

= 3.628.800 - 2.016.000 + 576.000 - 115.200 + 19.200 - 3.840 =
2.088.960 formacgdes.

22 Solucéo:

Em nossa solugdo vamos rotacionar a figura da largada.

Vamos supor que as 5 equipes sejam A, B, C, D e E. Havendo dois
pilotos por equipe denotaremos por X; e X2, 0s pilotos 1 e 2 da equipe
X.

Vamos escolher o piloto que vai ficar na 12 fila (a da esquerda) na linha
de cima. Ha 10 possibilidades.

Imaginemos sem perda de generalidade, que este piloto seja A;.
Existem entdo 8 possibilidades para o seu companheiro de 12 fila (A, é
0 Unico que ndo pode).

Imaginemos sem perda de generalidade, que este piloto seja B;.

» O 0O 00O
O
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Vamos pensar agora em que posicdo pode estar o companheiro de
equipe de A;, o piloto A,. Ha 8 possibilidades.

O companheiro de fila de A, pode ser qualquer um dos outros 7 pilotos,
mas separaremos isso em 2 casos. No primeiro caso seu companheiro
é B,. Nosso segundo caso, é qualquer um dos outros 6.

Caso 1 (o companheiro de equipe de A, é B»)

Nosso problema agora recai em calcular as possiveis maneiras de
colocar os outros 6 pilotos nas posi¢fes remanescentes). Sdo eles Cy,
C,, Di, D2, E1 e E,. Vamos excluir as filas preenchidas, por
simplificacao.

Vamos escolher o piloto que vai ficar na 12 fila (a da esquerda) na linha
de cima. Ha 6 possibilidades.

Imaginemos sem perda de generalidade, que este piloto seja C;.
Existem entédo 4 possibilidades para o seu companheiro de 12 fila (C; &
0 Unico que ndo pode).

Imaginemos sem perda de generalidade, que este piloto seja D;.

& O O
= O O

Vamos pensar agora em que posicdo pode estar o companheiro de
equipe de C4, o piloto C,. Ha 4 possibilidades.

O companheiro de fila de C, pode ser qualquer um dos pilotos E; ou E;
(ndo pode ser D2, sendo a outra fila ficaria com os dois pilotos E). Ha 2
possibilidades entao.

Restam entdo duas possibilidades para os dois pilotos restantes,
bastando alternar a ordem, quem fica em cima e quem fica embaixo.

Possibilidades do caso 1: 6.4.4.2.2 = 384

Caso 2 (o companheiro de equipe de A, néo é B5):

Vamos escolher entdo este companheiro entre as 6 opgdes restantes (6
possibilidades).

Vamos imaginar, sem perda de generalidade, que este piloto seja C;.

Nosso problema agora recai em calcular as possiveis maneiras de
colocar os outros 6 pilotos nas posi¢cdes remanescentes). Sao eles B,
C2, D1, D2, E1 € Ea.

Vamos separar o caso 2 em 2 subcasos.

Caso 2.1 (B2 e C, fazem parte da mesma fila)

Escolha da fila em que ficam: 3 possibilidades.

Escolha de quem fica em cima, quem fica embaixo: 2 possibilidades.
Imaginemos entdo o diagrama abaixo, sem perda de generalidade.

& O O
& O O

Obviamente os pilotos das equipes D e E deverdo ocupar as Ultimas
filas.

D, s6 pode estar na mesma fila de E; ou E;: 2 possibilidades.

Escolha da fila em que estéo: 2 possibilidades.

Escolha da ordem em que ficam (quem em cima e quem embaixo): 2
possibilidades

Escolha da ordem em que ficam os pilotos da outra fila (quem em cima
e quem embaixo): 2 possibilidades

Total de possibilidades do caso 2.1: 3.2.2.2.2.2 = 96
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Caso 2.2 (B, e C, nado fazem parte da mesma fila).

Escolha do companheiro de B;: 4 possibilidades.

Escolha da fila onde estao: 3 possibilidades.

Escolha da ordem em que ficam: 2 possibilidades

Imaginemos entéo o diagrama abaixo, sem perda de generalidade.

Resta-nos calcular como distribuir os outros pilotos (C,, D2, E1 e E; nas
outras posigoes).

E, e E; ndo poderao ocupar a mesma fila.

Entéo para o companheiro de fila de E1, ha 2 possibilidades.

Em que fila ficam: 2 possibilidades.

Ordem em que ficam: 2 possibilidades.

Ordem dos outros 2 pilotos da fila restante: 2 possibilidades.

Total de possibilidades do caso 2.2: 4.3.2.2.2.2.2 = 3.128 = 384
Total de possibilidades do caso 2 = 96 + 384 = 480

Assim, somando os totais dos casos 1 e 2, temos:
10.8.8 (384 + 6.480) = 2088960 possibilidades

Questao 06

Determine a expressdo da soma a seguir, onde n é um inteiro
multiplo de 4.
1+ 2i+ 3%+ ...+ (n+1).i"

Solugéao:

S=1+2i+3+ ...+ (n+1).i" (1)

Muliplicando ambos os lados por i:

Si=i+ 2%+ 3%+ ...+ (n+1).i"" (2)

Fazendo (1) — (2):

SA-) =1+ (i+i°+i+..+i"- (n+1).i""

O termo entre parénteses é a soma de uma PG finita, portanto:

ing ok in+l
S(-)=1+ — - (n+1).i" =14+ ———— - (n+1)."™!
-1 -1
Como n é mltiplo de 4 entdo i =i , logo:
i_i
S(1-)=1+ - -(n+1).i =1-(n+1).i

.- 1-(n+Di 1-(n+Di 1+i 1+i—-(n+1)i+(n+1)
1-i 1-i 1+i 2
_24n-ni_2+n n.

2 2 2

Observacao: a banca examinadora omitiu a informacado de que i é a
unidade imaginaria, dando margens a outras interpretagoes.

| Questéo 07

A area de uma calota esférica é o dobro da area do seu circulo
base. Determine o raio do circulo base da calota em funcéo do raio
R da esfera.

SOLUCAO:
/_f“\
I
R-h

R
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Da figura, temos:

RZ=(R-hP+r?= h?-2.R-h+r2=0= h=R-yR%-r?

Sabemos que Scp =2-Sgasg = 2.1-R-h=2.n-r> =

r?=R-h= r2:R-[R—\/R2—r2j:> RZ_r2 =R.4yRZ 12

R*-2.R?.r2 414 =R -R2.12 = 12.[2-R?)=0= r=R

Questao 08
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Em um quadrado ABCD o segmento AB', com comprimento igual
ao lado do quadrado, descreve um arco de circulo, conforme

indicado na figura. Determine o angulo BAB' correspondente &
posicdo em que a razdo entre o comprimento do segmento B'C e o

lado do quadrado vale \3-+/6 .
A B

D C

Solucéo:

Seja L o lado do quadrado, x a medida do segmento B'C, a« a
medida do angulo BAB', e ¢ a medida do angulo BEB'. Na figura,
observe os pontos E e F indicados:

E

A 5 o B
L i
i [F
D b c
Na figura, temos que:
AB=AB'=L

AE =Lcosa = EB =B'F =L(1-cosa)
BF =Lsena = FC =L(1-sena)

F L(1-sena)

BC  x

cosd =

Vamos aplicar a lei dos co-senos duas vezes, uma no tridngulo
ABB’ e outra no triangulo CBB’. Temos:

(BB')' =(AB)’ +(AB')’ —2(AB)(AB")cosa
(BB')’ =(CB)” +(CB")’ —2(CB)(CB')cos®
Igualando o segundo membro de cada uma dessas equagles, e

substituindo as rela¢Bes acima, vem que:
L2 +12 —2LLcosa = 2 + x° - 2Lx H1=5en@)
312 = x% + 2L%(sena + cos a)

Pelo enunciado, devemos ter:
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E =36 =x=13-6
Entdo: 3L% =123 -/6)+ 2L(sena + cos )
2
sena +Ccosa = ? = (sena +cosa)’ = [\@J
sen’a +2sena cosa +cos’ a = g =1+sen(2a) = g =

sen(2a):%:>2a:30° ou 2o =150°= a =15° ou a = 75°
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Questao 09

Considere os nimeros complexos Z, = sena. +icosa €

Z, =coso —isena,onde o éum nimero real.Mostre que, se
Z=27,,entd0 -1 <R (Z)<1le -1<1,(2)<1,ondeRe(2)e
Im(Z) indicam, respectivamente, as partes real e imaginaria de Z.
Solugéo:

Z=(sena +icosa)(cosa —isena)=

sena.cos a —isen‘a + i cos® o —i’sena cosa =

2sena.cos o + i(cos? a — sen’a) = sen2a + i(cos 2a)
Temaos:
“1<sem20<1= -1<R (2)<1

-1<cos2a<l= -1<I (<1

Questéao 10

Considere todos os pontos de coordenadas (x,y) que pertengcam a
circunferéncia de equacéo x? + y* — 6x + 14 = 0. Determine o maior valor

possivel de l .
X

Solucgéo:

Pela equacdo vemos que se trata de uma circunferéncia centrado no
ponto (3,3) e de raio 2 pois:

X*+y?—6x-6y+14=0< (x—=3)*+(y—3)* = 2°

Seja (Xl, yl) 0 ponto de circunferéncia com maior valor para — .
X

A reta que passa pela origem e contém o ponto (Xl, yl) dado tem a

y
seguinte equacéo Y =—l.X, logo pretendemos encontrar a reta

X
1
secante a circunferéncia de maior coeficiente angular, logo seré a reta
tangente. Queremos entdo determinar o valor de L
y .
A y= 2L x
y X,
2
3,3
/0 | )
|
]
a :
]
1
b ! .
3 X
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. A , _
O coeficiente angular procurado é — que pela figura percebemos ser:

X1
ﬁ:tg(ajub)— tga + tgb

X, N 1-tga-tgb

Onde :tgh =1 e sena = i

32

Logo, sena = , dai cosa = ? e tga =
1 V14 +1 y 7+4/14
Temos:— = ————, logo — =
X, 7 X 7-414
L V14
7
y 9+ 2414

Racionalizando: — =

X 5

2% Solucéo:
Para a tangéncia devemos ter solugdo Unica no sistema

X,

x> +y>—6x—6y+14=0

Onde ﬁ é o valor maximo para l que chamaremos de t:
X, X
S X H+tX—6x—6.tx+14=0
S (1+82)x°-6(1+t)x+14=0
Para solugéo Unica, A=0
BAL+t)-4.14(1+)=0
36 + 72t + 36t° — 56- 56t* = 0
20%-72t +20=0
5t~ 18t+5=0

,_18+4y14
25

y=t.x

9+2414

MAX
5
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