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PRE-VESTIBULAR
O ELITE RESOLVE IME 2007 — MATEMATICA - DISCURSIVAS
MATEMATICA Resolucao
UESTAO 1 L ool =
Q - 3l0gya +logy p=10 |310980-+510g3B=10 ()
. . 2 2 10 . . logg o —2logz B =10 1
Considere as matrizes A= 1 3 eB= 0 1/, e seja P uma matriz Elog3 o—2logz =10 (Il
4 4 2 Subtraindo (II) de (1), temos:

inversivel tal que B = P'AP. Sendo n um nimero natural, calcule o
determinante da matriz A".

Resolucao
Primeira solucéo:
3 1
P 2 2
3 1 1
ComoA=|4 4 ydet(A= | =| —| =] ==.
15| e (3 (3 -2
4 4

Temos que det(A") = (det(A))"
Assim, det(A") = (%J

Segunda solugéao:

B=P AP = detB=(detP?).(detA). (detP)
Sabendo que det P = 1/(det P), temos: det A = det B
Como B é uma matriz diagonal:

1 0
B" = 1 |, portanto det A" = det B" = 1
0 Z—n 2n
QUESTAO 2

Considere uma sequéncia de triangulos retangulos cuja lei de
formac&o é dada por

ax+1 = 2&

k+1 3 K
4

b1 = Ebk

onde a e by, para k > 1, sdo os comprimentos dos catetos do k-ésimo
triangulo retangulo. Se a = 30 cm e
b; = 42 cm, determine o valor da soma das areas de todos os
tridngulos quando k — oo.

Resolucao
Seja A, a éarea do k-ésimo triangulo retangulo. Tal area é dada por:
Ay :%. Para encontrarmos a relagdo de recorréncia na
seqliéncia das areas, fazemos:
Ea ib
A _aabea 3K 5K 8 a by =iAk
1 2 2 15 2 15

Assim, At
A

8 S . . x
=E, para todo k inteiro positivo, ou seja, a razao entre

dois termos consecutivos quaisquer é constante, 0 que caracteriza a

sequéncia (Aq,As,Ag,...) COMO uma progresséo geométrica de razéo
a-b _30-42

2 2

|g <1, podemos calcular o limite da soma dos k primeiros termos

quando k — +w .

q=% e primeiro termo A = =630cm?. Sendo

s, =lims, = =530 _1350cm?
kot 170 1—£
15
QUESTAO 3

Considere o sistema de equagdes dado por

3 logz a+logg f =10
logg oo —2logy B=10

onde o e B séo nimeros reais positivos. Determine o valor de P = af3.

glog3a+glog35:0:>Iog3oc+log3[3:O:Iog3a[3:O:>ocB=1

QUESTAO 4

Sejam C e C* dois circulos tangentes exteriores de raios r e r* e
centros O e O*, respectivamente, e seja t uma reta tangente comum a
C e C* nos pontos nao coincidentes A e A*. Considere o soélido de
revolugdo gerado a partir da rotacdo do segmento AA* em torno do
eixo OO*, e seja S a sua correspondente area lateral. Determine S em
funcéo der e r*.

Resolucao

r+r*

O ponto M pertence ao eixo radical (E. R.) e a tangente AA *, portanto
MA = MA* = MQ.
Da figura, temos:

AA*2 —pO*2 = (r+r*)2 —(r—r*)2 =4r* &
o AAY =24 & MQ = Jrr*
Pelo teorema de Pappus-Guldin, temos S = 2n WW =
S=2n.2Jrr* . Jir* = 4nrr+
QUESTAO 5

Resolva a equacao
T T
Iog(senxwosx) (1+sen2x) =2, X € {—55}

Resolucao

. I T . .
Nosso problema, no universo {_E' E] possui as seguintes
condi¢fes de existéncia:

i)  senx+cos x>0
i) senx+cosx=1l
iii) 1+sen2x>0

Supondo que tais condi¢cdes sdo validas, podemos entdo reescrever
nossa equagao, utilizando para isso as propriedades dos logaritmos:
100senx+cosx (1+Sen2x) = 2 < (senx + cos x)2 =1+sen2x

Expandindo o quadrado do lado esquerdo, temos:

(senx + cos x)2 = sen’x +cos? X + 2.5eNX.COSX = 1+ sen2x

E isso nos mostra que independentemente de qual € o valor de x
(pertencente ao universo), a equacao a equacao

(senx + cos x)2 =1+sen2x sempre tem solugéo.
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Analisando agora as condi¢des de existéncia, temos:
i) senx+cosx >0 = senx > —Ccosx

. . Y
Portanto, no intervalo do universo, temos x }Z;O[

V2 V2 V2

i) senx +cosx # 1= ——senx +7cosx # 7:>

2

b b1 \/5 b1
= COS—-SeNnX + Sen—-COSX # — => Sen| X + — |# —
4 4 2 4 2

Assim, no intervalo do universo, temos:

T T
X+—#— x=0
= T
T 3n X #—
X+—#—
4 4

iii) sen2x+1>0 = sen2x > -1

Assim, no intervalo do universo, temos:
2X# D x £

2 4

Dessa forma, os valores que satisfazem a equacao sdo todos aqueles
do universo, com excecdo daqueles que desrespeitam as condi¢gbes
de existéncia (i), (i) e (iii).

Assim temos S :} —%, 0 [U} 0, g {

QUESTAO 6
O quadrilatero BRAS, de coordenadas A(1,0), B(-2,0), R(x1,y1) €
S(X2,y2) € construido tal que RAS = RBS = 90° . Sabendo que o ponto
R pertence a reta t de equagdo y = x + 1, determine a equagéo

algébrica do lugar geométrico descrito pelo ponto S ao se deslocar R
sobre t.

Resolucao
Como o ponto R pertence a reta y=x+1, temos que ele pode ser
parametrizado como (a; a+1)

S(x;y)

Através da ilustragdo, percebemos que as retas AR e AS, assim como
as retas BS e BR, sdo perpendiculares, de modo que o produto de
seus coeficientes angulares é igual a -1. Lembrando que o coeficiente

angular de uma reta é dado por m :%, temos:
X
MaR-Mas = —1=Mgs.Mgr
(a+1)-0 0-y y-0 a+1-0
a-1 '1-x x-(-2)a-(-2)

a+l vy y a+1

a-1x-1 x+2 a+2
Temos que a ordenada do ponto R, (a+1) # 0 (de outra maneira, n3o
poderiamos formar o quadrilatero)
Assim, podemos cancelar esse termo em ambos os membros. Por
uma razdo semelhante temos que y # 0. Assim:
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(@+2).(x+2)=(a-1.(x-2
ax+2a+2x+4=ax-x-a+1=3x=-3a-3
=>x=-a-l=a=-x-1
Substituindo em muag.Mpg =-1, temos:
a+l vy -X Y 2
= ——=—— —— 22Xy =(X-)(-X-2) = Xy =X -2X+X+2
a-1x-1 -x-2x-1 y =02 ) Y
Portanto, temos que o lugar geométrico é dado pela equacgéo:
X2 4+x+xy-2=0

OBS.: Lembrando que a equacdo geral de uma codnica é dada por
Ax? +2Bxy +Cy? +Dx+Ey+F=0, e que o sinal de A=B%-4.AC
define qual é a nossa conica, temos:

A=(1/2)>-410=A>0
Logo, o lugar geométrico do ponto S é uma hipérbole.

QUESTAO 7
Sejam X; e X, as raizes da equagio X2 +(M-=15)x+m=0.
Sabendo que X, € X, sdo nameros inteiros, determine o conjunto de
valores possiveis para m.
Resolucao
Sendo x; e X, as raizes da equacéo, temos, de Girard:
X1 +Xo =15-m
<> X1+ Xp +XXp =15
X1Xp =M

Assim, temos:

X1(X2+1)+X2+1=15+1 < (X1+1)(X2+1)=16

Portanto, (x1+1) e (x2+1) séo fatores de 16, pois x1 € X, S&0 inteiros.
Como os divisores de 16 sdo +1, +2, +4, £8, +16, supondo sem perda
de generalidade que Xx; <X, e sabendo que m = Xi.X2, temos a

seguinte tabela que retne todos os valores possiveis para m, a partir
dos fatores (x1+1) e (Xo+1):

X1+1 Xo+1 X1 X2 m
1 16 0 15 0
2 8 1 7 7
4 4 3 3 9

- 16 -1 - 17 -2 34

-8 -2 -9 -3 27

-4 -4 -5 -5 25

Assim,m € {0, 7, 9, 25, 27, 34}

QUESTAO 8

Considere o conjunto formado por m bolas pretas e n bolas brancas.
Determine o numero de seqUéncias simétricas que podem ser
formadas utilizando-se todas as m + n bolas.

Observacado: uma sequéncia é dita simétrica quando possui a mesma
ordem de cores ao ser percorrida da direita para a esquerda e da
esquerda para a direita.

Resolucao
Para garantir simetria, precisamos ter exatamente 0 mesmo nimero
de bolas pretas a esquerda e a direita do centro, o mesmo sendo
vélido para as bolas brancas. Vamos dividir em dois casos:
i) m+n=parei)m+n=impar.
Em (i), como m + n é par, temos 2 possibilidades:
a) m e n impares: ndo podemos formar seqiiéncia, pois 0 nimero de
bolas a esquerda e a direita do centro ndo pode ser igual, logo,
resposta zero;

= m
b) m e n pares: como ndo temos termo central, temos > bolas pretas

e bolas brancas do mesmo lado; assim, podemos formar as

n
2
seqliéncias

[2)2)

Em (ii), como m + n = impar, Temos que necessariamente, ou m ou n
é impar e podemos construir a seguinte sequéncia:

permutando tais bolas; portanto, temos

possibilidades;
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2 2 2

- - 7
bola central
da sequencia

Para que a seqiiéncia seja simétrica, temos que bmin=b1; bmn-
1=b2;...,b(m+n 1 =B/ mine3) € assim sucessivamente.
) ")

A bola central deve ser necessariamente aquela da cor cuja
guantidade é impar. Assim, para formar as sequéncias simétricas,

by by ... b(m+n—1) b(m+n+l] b(m+n+3j + Pmn

m -1 .
basta escolhermos as bolas de 1 a , que pode ser realizada

"G

de:

c) maneiras, se m é impar

(m+n—lj'
2 ' . .
d) ——~—<%—maneiras, se n é impar.
n-1 (M,
2 Jl2)
QUESTAO 9
Sejam a, b e c ndmeros reais ndo nulos. Sabendo que
a+b b+c a+c . L a+b
= = , determine o valor numérico de
c a
Resolucao

Primeiro caso:
Aplicando propriedades de raz8es e proporgdes:

a+b b+c a+c (a+b)+(b+c)+(a+c) 5
C a b a+b+c ’
Neste caso devemos ter a+b+c#)

Segundo caso:
Do enunciado, podemos dizer que:

a+b b+c

c  a N a?+ab=bc+c? ()
a+b _a+c ab+b?=ac+c? ()
c b

Fazendo (1) — (I1), vem:
a’-b*=c(b-a)
(a+b)a-b)=-c(a—b)
a+b
c
facilmente a este
a+b

=-1

Observagdo: Chegariamos resultado se

considerassemos o caso a+b+c=0 — a+b=-c —» =-1

QUESTAO 10
Seja f: N —> R uma funcgéo tal que Zn:f(k) = 2008%, onde N e R

sdo, respectivamente, o conjunto dos nUmeros naturais e o dos

, . . - 1
nimeros reais. Determine o valor numérico de ————.
£(2006)
Resolucao
Primeira Solucéo:
x ® 2007 2006 1
£(2006 f(k f(k)=2008 - ——-2008 - ——=——
)= Z - Z ® 2008 2007 2007
1
logo =
£(2006)

Segunda solug¢ao:
Expandindo o somatério para n = 2006:
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2006
Z f(k) =f(0)+ (1) +(2) +...+ f(2005) + f (2006)

k=0
2006
Zf(k):[f(O)+f(1)+...+f(2005)]+f(2006)
k=0 2005
> (k)
k=0
Assim, podemos reescrever nossa igualdade, isolando f(2006):
2006 2005
£(2006) = Zf(k) —Zf(k)
k=0 k=0
Sabendo que, para n = 2006 e n = 2005 temos
2006 2005
Z f(k) = 20082006 +D Z f(k) = 2008299541 piemos:
et (2006 + 2) (2005 + 2)
f(2006) = 2008&72008%
2008 2007
2 — .
£(2006) = 2007 - 2008 2006 _ 2007° —2008-2006 _
2007 2007
2 2
20072 (2007 +1)-(2007 -1) 2007 —(2007 —1) 1
- 2007 - 2007 2007
Portanto,

2006)
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Sistema Elite de Ensino - Unidade
Porto Alegre

Turmas especificas para IME, ITA,
AFA, Medicina, UFRGS, USP,
UNICAMP

Resultados do ELITE no RS (inicio de
funcionamento em 2003):

IME-2003/4 — Todos os 3 aprovados do
RS sao alunos do ELITE POA
ITA-2003/4 — Todos os 2 aprovados do
RS sao alunos do ELITE POA

IME-2004/5 — 7 dos 8 aprovados do RS
sdo alunos do ELITE POA

ITA-2004/5 — Todos os 5 aprovados do
RS sao alunos do ELITE POA

IME-2005/6 — Todos os 2 aprovados do
RS séo alunos do ELITE POA
ITA-2005/6 — Todos os 2 aprovados do
RS sé&o alunos do ELITE POA
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Na AFA em 2003/04, dos 13 aprovados
do RS, 7 eram alunos do ELITE.

Na AFA, em 2004/05, dos 13 aprovados
do RS, 10 eram alunos do ELITE (com
0S nove primeiros colocados gerais do
RS).

Na AFA em 2005/6 (altimo concurso),
dos 8 aprovados do RS, 6 sdo do ELITE
POA (com o 1° Lugar Geral do Brasil no

Qav. !l

Em 2004/05 todos os 4 aprovados da
Escola Naval no RS sao do ELITE,
incluindo o 6° Lugar Geral do Brasil
(Thiago Cardoso da Costa).

5 aprovados em Medicina de uma turma
com 9 alunos (2003/04).

9 aprovados em Medicina de 18
candidatos (2004/05)

2° Lugar Geral da UFRGS - Medicina —
2005 (Thiago Cardoso da Costa).

O ELITE promoveréa prova de concurso
de bolsas no inicio de 2006. Mantenha-
se informado em Nnosso site
(www.elitepoa.com.br)

Receba os gabaritos comentados das
proximas provas do IME. Envie e-mail
para elitepoa@uol.com.br, solicitando.
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